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ORMAI SUL RETTILINEO FINALE

Col prossimo numero si concluderà la prima serie di 100 quesiti de “Il Leonardo”. Seguiranno ancora i numeri 11 e 12 con le soluzioni relative ai due numeri precedenti, ma senza problemi in gara. In particolare nel numero 12 sarà pubblicata la classifica finale. Ricordiamo a tutti gli studenti impegnati nel torneo che i punti in palio sono ancora molti e che la classifica attuale è tutt’altro che definitiva: uno sprint finale può fare la differenza!

Oltre al primo classificato di ogni categoria, anche i meglio piazzati riceveranno dei premi ai quali stiamo già pensando. Tutti i partecipanti, indipendentemente dalla posizione in classifica, avranno un riconoscimento per l’interesse dimostrato e per aver contribuito al successo dell’iniziativa.

Oltre ai riconoscimenti che ci sono giunti sulla qualità del giornalino, abbiamo un altro motivo di soddisfazione: le iscrizioni per le gare del mese di marzo sono andate molto bene, avendo avuto un consistente incremento di partecipanti: 25 per Kangourou e 24 per i Campionati Internazionali di Giochi Matematici: quest’ultimo dato in particolare permette alla nostra scuola di partecipare nel mese di aprile ad una gara a squadre che si preannuncia interessante e stimolante. Un ringraziamento quindi a tutti i ragazzi che si sono iscritti: di questi tempi, iscriversi ad una gara di matematica in cui è prevista una quota di partecipazione è un gesto di fiducia, disponibilità ed entusiasmo cui, crediamo, ha contribuito anche “Il Leonardo”.
Ripetiamo l’invito agli studenti, ma anche ai colleghi, ad utilizzare la cassetta per le risposte per farci pervenire richieste o suggerimenti riguardo all’edizione del prossimo anno scolastico. Sì, perché “Il Leonardo” è solo ai primi passi e vuole tenervi compagnia ancora per molto tempo! Senza stravolgere lo stile seguito fino ad ora abbiamo già pensato ad alcune modifiche e aggiunte che presenteremo nell’ultimo numero.

Sotto coi quesiti e ... vinca il migliore!

Il Comitato di Redazione
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ANNIVERSARI

	3 Marzo
	1845: nasce a San Pietroburgo Georg Cantor, il fondatore della teoria dei numeri cardinali e ordinali transfiniti.

	5 Marzo
	1512: nasce a Rupelmonde, nelle Fiandre, Gerardus Mercator. Primo ad usare il termine atlante per indicare una raccolta di carte, fu l’inventore della rappresentazione piana del globo che porta il suo nome.

	6 Marzo
	1939: muore a Monaco Ferdinand von Lindemann. Nel 1882 pubblicò la prima dimostrazione dell’irrazionalità di π. 

	11 Marzo
	1811: nasce a Saint-Lô Urbain Le Verrier. Dall’analisi delle perturbazioni dell’orbita di Urano arrivò a scoprire l’esistenza di Nettuno. Come scrisse un suo collega ... scoprì una stella con la punta della sua penna.

	12 Marzo
	1685: nasce a Dysert Castle (nei pressi di Thomastown) in Irlanda George Berkeley. Nel suo trattato The analyst: or a discourse addressed to an infidel mathematician egli attaccò duramente il calcolo di Newton evidenziandone le oscure basi logiche.

	14 Marzo
	1879: nasce a Ulm Albert Einstein. Massimo tra i fisici teorici del secolo scorso, con la sua Teoria della relatività generale ha contribuito più di ogni altro scienziato alla nostra visione dell’universo.

	15 Marzo
	1897: muore a Londra James Joseph Sylvester, uno fra i principali fondatori del calcolo matriciale.


REGOLAMENTO DEL TORNEO

Prosegue il torneo di giochi matematici e logici de “Il Leonardo”, aperto a tutti gli studenti della nostra scuola.

In ogni numero vengono pubblicati 10 quesiti di vario tipo e di diverso livello di difficoltà che dovrebbero incuriosirvi e invogliarvi a partecipare e le cui soluzioni saranno pubblicate a due numeri di distanza. Non è necessario, ovviamente, rispondere a tutte le domande. Ognuno, e questo vale a maggior ragione per gli studenti del biennio, affronterà i quesiti alla sua portata.

Una Commissione Giudicatrice esaminerà le risposte e attribuirà un punteggio che terrà conto della correttezza ma anche della qualità e della completezza della soluzione.

 Verranno compilate classifiche di tappa e la classifica generale: alla fine assegneremo ricchi premi ai meglio classificati.

 Come si partecipa. Vicino alla sala insegnanti è stata predisposta una cassetta postale con l’indicazione “Torneo di matematica”: avete due settimane di tempo dalla data di pubblicazione del giornalino per risolvere gli esercizi e scrivere su un foglio, possibilmente al computer o a mano (ma con bella grafia!) la vostra soluzione indicando nome e cognome, classe di appartenenza e numero del quesito.

Per i problemi di questo numero, le risposte dovranno essere imbucate nell’urna entro il giorno

15 MARZO 2002.

Attendiamo le vostre soluzioni!
I QUESITI DE “IL LEONARDO”
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Se percorro 1 km verso Est, 2 verso Sud, 3 verso Ovest, 4 verso Nord, 5 verso Est e, infine, 2 km verso Nord, di quanto mi sono allontanato dal punto di partenza?


Il peso di Giuliano ha raggiunto la stratosferica quota di 180 kg! E continua a ingrassare a vista d’occhio. La moglie, che già di carattere è un tipo piuttosto nervoso, non lo sopporta più perché tutti i giorni gli deve allacciare e slacciare le scarpe (ormai Giuliano non ci riesce più). Di fronte all’alternativa di spendere un sacco di soldi a comprare mocassini, gli consiglia (o meglio gli ordina) di fare immediatamente la dieta.

Il primo mese il suo peso diminuisce del 10%, ma il secondo mese aumenta del 10%. Al terzo mese diminuisce nuovamente del 10% e al quarto mese risale del 10%. Altrettanto accade al quinto e sesto mese.

Quanto pesa Giuliano dopo sei mesi?

Quanti sono i numeri da 1 a 10.000 in cui compare la cifra 7?


Sram è un marziano piuttosto mattacchione. Ha fabbricato un cavo che circonda l’equatore del suo pianeta, che è una perfetta circonferenza. Poi ha chiamato la sua amica Sunev, una bella e simpatica venusiana, e le ha detto: “Vorrei allungare il cavo in modo che lo si possa sollevare di un metro da terra (o da marte?) sempre mantenendo la forma circolare. Di quanti metri devo allungare il cavo?”

Sunev risponde: “Prima però devi dirmi quanto è lungo il raggio di Marte”. Il nostro mattacchione replica: “Beh, se proprio lo vuoi sapere, il raggio del mio pianeta vale… la metà del diametro”. 

Volete aiutare Sunev a rispondere ugualmente alla domanda?

Il re bianco si trova nella casella e1. Se ad ogni mossa avanza di una traversa (linea orizzontale) in quanti modi diversi può raggiungere la casella a8?
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Sono dati due numeri naturali n, m consecutivi e non multipli di 3. Dimostrare che:

· il loro prodotto non può essere un multiplo di 3

· la loro differenza non può essere un multiplo di 3

· la loro somma è sempre un multiplo di 3.

 
Un triangolo isoscele ha l’angolo al vertice di 108° e i lati di misura 1. Qual è la misura della base?


Cesare ha trovato come risultato di un problema la frazione 693/14. Come gli ha insegnato il professore di matematica, vuole cercare di ridurla ai minimi termini. Per semplificare la frazione comincia a mettere mano alla calcolatrice, quando si avvicina Augusto che gli fa notare che anche a occhio si vede che la frazione è riducibile e gli dà il risultato in pochi secondi senza far uso né della calcolatrice né di carta e matita. Potete ricostruire il ragionamento di Augusto?

Se un numero naturale ha 32 cifre quando è scritto in base sette, quante cifre ha in base tre?

 

Due recipienti (A e B) contengono rispettivamente 50 litri d’acqua e 50 litri di vino. 5 litri di acqua vengono travasati nel recipiente B; in seguito i liquidi nel recipiente B vengono mescolati e 5 litri vengono travasati nel recipiente A. Di nuovo si prendono 5 litri e vengono trasferiti da A a B e infine 5 litri vengono portati da B ad A. Domanda: alla fine ci sono più litri di vino in A o più litri di acqua in B?
*****

FATAL ERROR

Un paio di anni fa l’Unione Matematica Italiana ha istituito un premio rivolto agli autori di articoli di divulgazione matematica su quotidiani a diffusione nazionale.

Lo scopo dell’iniziativa, denominata “Premio Galilei” è quello di “favorire la lettura e la divulgazione della matematica e di promuovere una migliore conoscenza degli argomenti della matematica più collegati alla società civile”. 

È superfluo sottolineare quanto iniziative di questo tipo siano opportune.

Sono stati premiati noti giornalisti di formazione scientifica, che qui volentieri segnaliamo:

· Michele Emmer per articoli su Lewis Carroll (l’autore di “Alice nel Paese delle Meraviglie”) e sul teorema di Fermat

· Piergiorgio Odifreddi per articoli su Pitagora e sul cubo di Necker

· Franco Prattico che si è occupato di teoria dei numeri  e del mestiere di matematico.

Una segnalazione particolare è andata ad Angelo Raffaele Meo che in un articolo pubblicato sul supplemento “TuttoScienze” del quotidiano “La Stampa” si è occupato del ritardo dei numeri nelle estrazioni del lotto, mettendo in evidenza i rischi che corre un giocatore che si accanisce a puntare su uno stesso numero, spesso irretito da una visione superficiale ed errata della legge dei grandi numeri. 

I testi degli articoli premiati sono riportati sul “Notiziario dell’Unione Matematica Italiana”, dal quale abbiamo tratto lo spunto per queste note. Il “Fatal Error” non è stato ovviamente commesso dai matematici premiati né dalla commissione giudicatrice. È piuttosto un grossolano errore citato nel bell’articolo di Meo (dal titolo “La pallina è smemorata: al casinò non esistono metodi scientifici”), e che l’autore definisce ironicamente “Il teorema del Ministro”.

*****

L’articolo si rivolge non tanto ai giocatori sensitivi, telepatici, paranormali, ma ai cosiddetti “giocatori scientifici”, quelli che conoscono o hanno inventato (o, peggio ancora, hanno comprato) un metodo matematico per vincere al lotto, o alla roulette o a giochi simili.

Alcuni anni fa il 90 registrò un lunghissimo ritardo (che si avvicinava ormai alle 200 settimane) sulla ruota di Cagliari. Il Ministro delle Finanze dell’epoca proclamò enfaticamente alla stampa e alla televisione: “Si può dimostrare che vi è un massimo teorico del ritardo pari a 205 settimane. Tuttavia, in pratica, non si è mai andati, e non si andrà mai [il corsivo è della redazione de “Il Leonardo”] oltre le 200 settimane. Quindi entro poche settimane quel numero ritardatario uscirà [anche questo corsivo è nostro].

Le due costanti universali citate (205 e 200) forse sono un po’ meno universali della velocità della luce nel vuoto e della costante gravitazionale. Ma questo dettaglio era ignoto alle migliaia di giocatori che investirono incautamente, sicuri di questo teorema ministeriale, forti somme arrivando a rimetterci, come si dice, anche la camicia. “Non sappiamo -dice Meo nell’articolo- se il Ministro fosse in malafede e intendesse semplicemente portare più soldi alle casse dello Stato”. 

Probabilmente non si tratta, per usare un linguaggio aggiornato, di un teletruffatore o di un teleimbonitore, figura assai diffusa al giorno d’oggi. Siamo con ogni probabilità di fronte a una errata e superficiale interpretazione della “legge dei grandi numeri”, citatissima spesso a sproposito ma quasi mai utilizzata correttamente. La pallina della roulette, la moneta, i numeri del lotto non hanno memoria: se tirate una moneta per nove volte e ogni volta esce testa, al decimo tentativo le probabilità di testa e croce sono sempre del 50%, ovviamente a patto che la moneta non sia truccata. 

I diversi metodi “matematici” adottati dai giocatori professionisti e venduti anche nelle edicole e sulle TV locali si differenziano solo per la dimensione delle perdite che comportano e per la rapidità con cui conducono a quelle perdite. Concludiamo queste note con l’appello finale di Meo, oggi purtroppo assai attuale: “Soprattutto, non lasciatevi truffare. I teoremi del ministro, la pubblicazione su importanti quotidiani delle tabelle dei ritardi, la segnalazione in TV di metodi fantascientifici, ovviamente matematici elaborati al computer per vincere al lotto non devono ingannare: sono solo segno dell’arretratezza culturale del Paese”.  A.C.
LE LEZIONI

DEL PROFESSOR APOTEMA

Ancora una volta il Professor Apotema è alle prese con Furby, Sekky, Dormy, Geny e tutti gli altri alunni, deciso più che mai a trasformare ogni azione diversiva dei suoi ragazzi in un’inaspettata occasione di approfondimento. 

L’INDUZIONE COMPLETA

(prima parte)

Apotema: - L’obiezione che Scetty ha fatto la lezione scorsa riguardo alla validità della formula trovata per la scomposizione in fattori del binomio 
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 mi spinge a palarvi dell’induzione matematica o induzione completa. -

Gioky: - Prof, cosa significa induzione? -

Apotema: - L’induzione è il procedimento che consiste nel passare da affermazioni di carattere particolare ad affermazioni di carattere generale. Il procedimento inverso, dal generale al particolare, è invece chiamato deduzione. Chiaro? -

Gioky: - Non proprio ... –

Apotema: - Un esempio di affermazione di carattere generale è “tutti i numeri che terminano con 5 sono divisibili per 5”, mentre un’affermazione di carattere particolare è “145 termina con 5”. Dalla prima affermazione posso allora dedurre che 145 è multiplo di 5. Questo ci sembra logicamente impeccabile. Dal fatto che tutte le mucche sono nella stalla posso dedurre che la mucca Celestina è nella stalla! Assai più fragile, dal punto di vista logico, è invece il procedimento dell’induzione. Dal fatto che 145 è multiplo di 5 posso concludere, per induzione, che tutti i numeri che terminano per 5 sono multipli di 5 (vero!), ma potrei anche concludere che tutti i numeri di tre cifre sono multipli di 5 (falso!) o che tutti i numeri che iniziano con 1 sono multipli di 5 (falso!). -

Normy: -  Prof, è fin troppo ovvio quali sono le conclusioni sbagliate e qual è quella giusta! Nessuno dotato di un po’ di cervello farebbe mai un errore del genere! – 

Apotema: - Non è sempre così ovvio quale sia la strada giusta per passare dal particolare al generale e, soprattutto, spero abbiate ben chiaro il fatto che l’induzione non ha alcun fondamento logico: non c’è nessun motivo per cui una proprietà che vale in un caso o anche in diversi casi debba necessariamente valere per tutti i casi! –

Sekky: - Si tratta di saper cogliere la giusta generalizzazione! 

Apotema: - Grazie, ma il problema è proprio questo: come si fa a sapere se si è trovato quella giusta? –

Normy: - Beh, le altre prima o poi si rivelano sbagliate! –

Apotema: - Ho capito che è meglio fare qualche esempio, altrimenti il problema rischia di sembrare banale. 

Consideriamo la somma
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Come si verifica subito
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Che cosa mi dite di 
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Normy: - Dico che vale 
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, è ovvio! –

Apotema: - Sono d’accordo, ma come possiamo essere certi che una proprietà verificata per quattro numeri valga per tutti i numeri? –

Normy: - Io ne sono certo! –

Apotema: - Allora vi faccio un altro esempio. Considerate il trinomio 
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Il risultato è sempre un numero primo! É davvero sempre così? –

Normy: - Diciamo che 4 casi sono troppo pochi, bisognerebbe provarne ancora! –

Apotema: - Quanti? Eppure prima 4 casi ti sono bastati per essere certo! –

Normy: - 
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 ... direi proprio di sì ... sono tutti numeri primi! Un attimo, ne provo uno grande: 
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. Bisognerebbe provare a vedere se 797 è primo o no! –

Geny: - Siccome 797 è minore di 841, che è il quadrato di 29, basta verificare che non sia divisibile per i numeri primi minori di 29. Allora ... 2 no, 3 no, 5 no, 7 no, 11 no, 13 ... no, 17 ... no, 19 ... no, 23 ... no ... è primo! –

Normy: - Ok, è sempre un numero primo! –

Apotema: - Geny, sei d’accordo? –

Geny: - Guardando il trinomio ... direi che per 
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, che è 43 volte 41 e quindi non è primo! 

Apotema: - Bel colpo! In effetti, se provate a verificarlo, trovate che per i primi 40 numeri il trinomio assume un valore primo. Dunque una proprietà che vale per 40 numeri può cessare di valere per il quarantunesimo! –

Sekky: - In questo caso però, come ci ha mostrato Geny, si poteva vedere subito che il numero 41 avrebbe rovinato tutto! 

Geny: - In effetti è facilissimo costruire una proprietà che vale per i primi mille numeri, ma non per il milleunesimo: per esempio basta scrivere 
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Apotema: - Vi farò un esempio meno semplice: una congettura sbagliata fatta da nientemeno che Fermat! –

Furby: - Quello dell’ultimo teorema di Fermat? –

Apotema: - Proprio lui! Fermat, dopo aver verificato che 
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 sono tutti numeri primi, congetturò infatti che tutti i numeri del tipo 
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 fossero primi. Più tardi però Eulero trovò che 
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 è invece un numero composto! Gioky, calcolami 
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Gioky: - Fa 
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Apotema: - Bene, prova a verificare che è divisibile per 641.-

Gioky: - In effetti se lo divido per 641 mi dà 6.700.417. – 

Apotema:- Dunque 
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 ed è quindi composto! Voglio ora farvi un esempio dovuto a Leibniz. Dopo aver dimostrato che 
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 è divisibile per 3, 
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 è divisibile per 5 e 
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 per 7, Leibniz affermò che, per tutti i numeri dispari k, 
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 è divisibile per k. Egli stesso però si accorse in seguito che 
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 non è divisibile per 9 e che la sua congettura era falsa! –

Ma ecco che Apotema estrae di tasca un foglietto e si mette a scrivere alla lavagna un numero con una caterva di cifre, tra lo sbalordimento degli alunni.

Apotema: - Se consideriamo il semplice binomio 
[image: image38.wmf]1
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 troviamo che, qualsiasi sia il valore di n, non riusciamo mai a ottenere un quadrato perfetto. Possiamo passare tutta la vita a sostituire a n uno dopo l’altro milioni e milioni di numeri senza mai ottenere un quadrato perfetto. Ma ecco che se dopo miliardi di prove affermassimo che il binomio non è mai un quadrato perfetto commetteremmo un errore. Infatti si è trovato che c’è almeno un valore di n per cui si ottiene un quadrato!

Questo succede per
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Notate che non basta la migliore calcolatrice in commercio per verificarlo: occorre fare un programma al computer in cui usare ad esempio vettori di interi per rappresentare i numeri naturali. Oppure usare un linguaggio con una rappresentazione dinamica degli interi.

Insomma, non è detto che una proprietà che vale per decine, centinaia o addirittura miliardi di miliardi di casi particolari valga per tutti i casi! Esiste uno strumento matematico in grado di garantirci la validità di affermazioni ottenute per induzione? Ebbene sì, ma ormai lo vedremo la prossima volta! 

G.G.

PROBLEMI CLASSICI

La tana dell’orso

Un orso esce dalla tana e percorre, nell’ordine, 1 km verso nord (N), 1 km verso est (E) e 1 km verso sud (S). Alla fine si ritrova al punto di partenza. Com’è possibile? Dove si trova la tana dell’orso?

*****

Questo classico problema parte da una apparente contraddizione: noi tutti sappiamo che, cercando di disegnare il percorso fatto, siamo portati a fare questo grafico:




Evidentemente, alla fine non ritorniamo al punto di partenza, e sembra che sia necessario percorrere ancora 1 km, questa volta verso ovest.

Per risolvere il problema prendiamo un mappamondo e chiediamoci: cosa significa andare verso N, E, S? Si va verso N e verso S percorrendo un meridiano, mentre si va verso E se si procede lungo un parallelo. Notiamo che sul mappamondo il reticolo di meridiani e paralleli non determina ovunque figure di tipo rettangolare: allontanandosi dall’equatore i meridiani si avvicinano, fino a convergere ai poli: i rettangoli assomigliano sempre più a trapezi la cui base minore diventa sempre più corta. Ma, allora, se l’orso parte dal polo Sud farà i 3 km previsti percorrendo una sorta di triangolo mistilineo, come quello in figura:


L’orso parte dal Polo Sud, percorre 1 km lungo un meridiano, poi 1 km lungo il parallelo e infine torna alla tana percorrendo lungo un altro meridiano 1 km verso sud.

*****

Ma questa è solo la soluzione più banale. Vediamo adesso cosa accade dalle parti del Polo Nord. Di certo, l’orso non può partire esattamente dal Polo, dato che non potrebbe certo andare verso nord.

Piuttosto, consideriamo il parallelo di lunghezza 1 km attorno al Polo Nord. Il percorso in questo caso va da A a B lungo il meridiano, poi da B a B lungo il parallelo (e l’orso fa per così dire un “giro del mondo” di lunghezza 1 km) e quindi da B ad A lungo lo stesso meridiano dell’andata. Queste considerazioni conducono quindi a individuare infinite soluzioni: tutti i punti che, come A, distano 1 km dal parallelo lungo 1 km. Ma non è finita qui: possiamo considerare un parallelo di soli 500 m attorno al Polo Nord. Stavolta l’orso, dopo essere passato da A a B, farà due “giri del mondo” attorno al Polo Nord per poi tornare in A. Anche questa volta otteniamo infinite soluzioni. Ovviamente si può continuare considerando i paralleli sempre più corti di lunghezza 1/n, dove n è un numero naturale positivo.  A.C.

SOLUZIONI DEI QUESITI DEL N.7

61. Analizzando il numero di cifre dei quadrati e dei cubi troviamo che:
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Possiamo riassumere i risultati in un’unica tabella:

	dal n. 
	al n. 
	n. cifre quadr.
	n. cifre cubo
	n. cifre quadr.+cubo

	1
	2
	1
	1
	2

	3
	3
	1
	2
	3

	4
	4
	2
	2
	4

	5
	9
	2
	3
	5

	10
	21
	3
	4
	7

	22
	31
	3
	5
	8

	32
	46
	4
	5
	9

	47
	99
	4
	6
	10

	100
	215
	5
	7
	12


Ne segue che i quadrati e i cubi dei primi 99 numeri hanno complessivamente un numero di cifre che è dato da:
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mentre per i primi 215 numeri otteniamo 
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Ne segue che la cifra cercata è tra quelle che si ottengono accostando le cifre del cubo a quelle del quadrato di un numero compreso tra 100 e 215. Poiché 
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 e dal fatto che 1137 diviso per 12 fa 94 col resto di 9 segue che la cifra in questione è la nona cifra del 95° blocco di 12 cifre formato dalle cifre del quadrato e del cubo di un numero compreso tra 100 e 215. Il 95° di questi numeri è 
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 e 
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 abbiamo che la cifra cercata è la nona del gruppo 376367301384, cioè 1.   G.G.

*****

62. Dato che il numero di biglie non è divisibile per 2, il resto della divisione è ovviamente 1. Questo significa che il numero cercato n, diviso per 2, per 3, per 4, per 5 dà sempre per resto 1, e quindi 
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 è divisibile per 2, 3, 4, 5. Il numero 
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 è di conseguenza un multiplo del minimo comune multiplo fra 2, 3, 4, 5,  che è 60. Fra i multipli di 60, quello immediatamente minore di 500 è 480, che è quindi il valore di 
[image: image49.wmf]1
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. Il numero n di biglie è pertanto 481.   A.C.

*****

63. Tra i primi 10.000 numeri ci sono 
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 multipli di due. I multipli di 5 sono invece 
[image: image51.wmf]2000

5

:

000

.

10

=

, ma di questi metà sono anche multipli di due. Ne segue che i multipli di 5 che non sono multipli di 2 sono 1000 e quindi che ci sono 
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 numeri che sono multipli di 2 o di 5. Poiché 10.000 diviso per 7 dà 1428 col resto di 4 ci sono in tutto 1428 multipli di 7 di cui metà, ossia 714, multipli di 2 e un quinto, ossia 285, multipli di 5. Facendo la somma 
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 abbiamo però contato due volte i multipli di 7 che sono sia multipli di 2 che di 5, cioè i multipli di 7 che sono anche multipli di 10. Questi ultimi sono un decimo di 1428 e quindi 142. Dunque ci sono 
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 multipli di 7 che non sono multipli nè di 2 nè di 5 e i numeri che sono multipli di 2 o di 5 o di 7 sono quindi 
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. Restano dunque 
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 numeri che non sono multipli di 2 nè di 5 nè di 7.   

Allo stesso risultato si può arrivare in modo visivo mediante un diagramma di Eulero-Venn con tre cerchietti, rappresentanti rispettivamente l’insieme A dei multipli di 2, B dei multipi di 5 e C dei multipli di 7. Se indichiamo il numero di oggetti dell’insieme X con 
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Si comincia allora da 
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B

A

Ç

Ç

, che rappresenta l’insieme dei numeri multipli sia di 2 che di 5 che di 7 e quindi di 
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Si procede poi a calcolare il numero di elementi delle tre coppie di intersezioni:
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Se indichiamo il complemento di X con 
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, otteniamo allora che:
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Da cui finalmente: 
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*****

64. Il verniciatore esperto, dato che impiega 3 ore, dipinge ogni ora 1/3 di cancellata. L’apprendista impiega 3+3/4= 15/4 di ora, per cui ogni ora vernicia i 4/15 della cancellata. Il proprietario del cancello impiega 5 ore, e la sua velocità è di 1/5 di cancellata all’ora. Dato che i tre verniciano contemporaneamente, equivalgono ad un unico verniciatore che ogni ora dipinge 1/3+4/15+1/5=12/15=4/5 di cancellata. Ogni ora cioè i tre dipingono 4/5 della cancellata. Il tempo richiesto è pertanto di 5/4 di ora, vale a dire 1 ora e 15 minuti.

Lo stesso problema può essere rivisto in un modo un po’ più formalizzato. Indichiamo:

· t = tempo impiegato dai tre verniciatori che lavorano in contemporanea

· t1, t1, t1 = tempo impiegato da ogni verniciatore che lavora singolarmente

· l = lunghezza del cancello.

· v, v1, v2, v3 rappresentano allo stesso modo la velocità complessiva e le velocità parziali.

Utilizzando le note relazioni fra spazio, tempo e velocità per il moto uniforme:
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Sostituendo i valori numerici si trova facilmente
[image: image77.wmf]4
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, pari a un’ora e un quarto.

Si può notare che il tempo totale è dato dalla somma armonica dei tre tempi parziali, e che il risultato non dipende dalla lunghezza della cancellata.  A.C.

*****

65. Dovrebbe essere chiaro che esiste una recinzione ottimale: se utilizziamo quasi tutta la rete per il lato parallelo al muro o quasi mezza rete per ogni lato perpendicolare al muro, allora l’orto si riduce comunque a una striscia sottilissima. Deve quindi esistere una situazione intermedia ottimale. Se immaginiamo di estendere il recinto in modo speculare oltre il muro otteniamo allora un rettangolo di perimetro 200 m. Poichè il rettangolo di perimetro fissato avente area maggiore è il quadrato, ne segue che l’area dell’orto è massima quando la dimensione maggiore del recinto è di 
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[image: image79.wmf]m

25

2

:

)

50

100

(

=

-

.

[image: image80.png]100-2x




Orazio però, che non brilla in geometria, ha risolto il problema per via algebrica. Indicando con x la misura dei lati del recinto perpendicolari al muro e quindi con 
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2

100

-

 la misura del lato parallelo al muro ha ottenuto per l’area S  l’espressione:
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che, con qualche manipolazione algebrica, ha poi riscritto nella forma:
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Si vede chiaramente che l’espressione assume il valore massimo 1.250 quando il termine da sottrarre vale zero e cioè quando 
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. Lo stesso risultato poteva essere ottenuto più rapidamente riconoscendo l’equazione di una parabola con la concavità rivolta verso l’alto, la cui ordinata minima S si ottiene per l’ascissa del vertice, data da 
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. Ancora, si poteva ricorrere al calcolo infinitesimale derivando l’espressione per S ed eguagliandola a zero: 
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66. Dal parallelepipedo originario di spigoli a, b, c (con a<b<c) si ottengono con il taglio due parallelepipedi di spigoli a, b, c/2.
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Se indichiamo con k il rapporto di similitudine, dovrà essere:
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Questa catena di rapporti equivale al sistema di equazioni:
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Moltiplicando membro a membro le tre equazioni si ottiene: 
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67. É sempre 
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, come si può dimostrare ricorrendo al teorema delle due secanti e al teorema della secante e della tangente. Ricordiamo infatti che, dai criteri di similitudine dei triangoli, si ricava facilmente che:

1) Teorema (delle secanti): Se da un punto esterno ad una circonferenza si mandano due secanti ad essa, allora, riferendoci alla figura, si ha che 
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2) Teorema (della secante e della tangente): Se da un punto esterno ad una circonferenza si mandano una tangente ed una secante ad essa, allora, riferendoci alla figura, si ha che 
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Osserviamo, per inciso, che il secondo teorema può essere visto come un caso particolare del primo immaginando di ruotare intorno a O la secante CD fino a renderla tangente alla circonferenza in T; i punti C e D arrivano allora a coincidere col punto di tangenza.
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Ritornando al problema, con riferimento alla figura, applicando ripetutamente i teoremi precedenti avremo che:

[image: image99.png]




[image: image100.wmf]2

2

OQ

OH

OG

OF

OE

OD

OC

OB

OA

OP

=

×

=

×

=

×

=

×

=

.

da cui 
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 e, infine, 
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. Chiaramente si arriva all’ultima uguaglianza indipendentemente dal numero di circonferenze.  G.G.

*****

68. Osserviamo anzitutto che Robin Hood è più bravo di Little John (0,8 contro 0,7) ma il meccanismo dei tiri alternati favorisce quest’ultimo che può contare già in partenza su un 70% di probabilità di vittoria.

Indichiamo con r la probabilità che Robin Hood vinca la gara, e con j la corrispondente probabilità a favore di Little John (si può dimostrare che, se i due non stancano prima, la probabilità che nessuno dei due vinca tende rapidamente a zero, per cui   sarà 
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La probabilità che Little John vinca la gara al primo tiro è pari a 0,7=70/100.

Se Little John sbaglia il tiro (e questo ha probabilità 0,3=30/100) tocca a Robin Hood tirare, e possono accadere due cose:

1. Robin centra il bersaglio e vince al primo tiro (probabilità 
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2. anche Robin sbaglia (probabilità 
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In questo secondo caso, la gara riprende da capo, riproducendo la situazione iniziale e le relative probabilità di successo per i due arcieri.

Dunque le probabilità di successo di Little John e Robin Hood stanno fra di loro come 70:24.

Gli elementi fin qui raccolti ci permettono di impostare il seguente sistema:
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   che risolto fornisce i valori 
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La probabilità di successo di Little John è dunque del 74,47%.  A.C.

*****

69. Se consideriamo il punto 
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, simmetrico di B rispetto all’asse delle ascisse, e chiamiamo H  il punto medio di BB’, allora 
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, come si verifica facilmente dall’uguaglianza dei triangoli rettangoli QHB e QHB’.
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Ne segue che ogni  percorso AQB  ha la stessa lunghezza del percorso AQB’. In particolare il punto P per il quale la spezzata APB ha lunghezza minima è lo stesso per il quale è minima la lunghezza della spezzata APB’. Ma quest’ultima ha lunghezza minima quando A, P e B’ sono allinaeti e il punto P cercato è quindi l’intersezione di AB’ con l’asse delle ascisse.
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Si tratta allora di determinare l’equazione della retta AB’ e quindi il suo punto di intersezione con l’asse delle ascisse. 

Applicando la formula che dà l’equazione della retta passante per due punti otteniamo 
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da cui 
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Sostituendo 
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[image: image117.wmf]3

5

=

x

, che è l’ascissa del pinto cercato P. Dunque è 
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Un altro modo di risolvere il problema è quello di utilizzare la tecnica dello studio del grafico di una funzione. Indicata con x l’ascissa del punto P consideriamo la funzione f che associa a x la lunghezza della spezzata APB.

Abbiamo che
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Poiché f è continua e
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 la funzione ammette almeno un punto di minimo assoluto in cui necessariamente si annulla la derivata.

Ora 
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 che, eguagliata a zero, conduce all’equazione
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Elevando al quadrato ambo i membri ed eliminando i denominatori arriviamo all’equazione
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che ammette le soluzioni 
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. Una semplice verifica ci mostra che solo la prima soluzione è accettabile e che il punto cercato è dunque 
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 come trovato in precedenza.  G.G.
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70. Se indichiamo con x il numero di uomini, con y il numero delle donne e con z quello dei bambini, i dati del problema conducono evidentemente al sistema:
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È un sistema di primo grado di due equazioni in tre incognite, che sarebbe indeterminato dato che il numero di incognite supera quello delle equazioni. Tuttavia occorre tener conto del significato delle tre incognite che rappresentano un numero di persone e che quindi devono essere numeri naturali, e questo fatto riduce il numero di soluzioni, sperabilmente ad un’unica soluzione.

Osserviamo che, essendo l’incasso totale di 200 dollari, avremo gli ovvi vincoli
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Questi vincoli restringono notevolmente il campo di ricerca delle possibili soluzioni. Conviene ovviamente utilizzare le disequazioni relative alla variabile x, e porre nelle relazioni date 
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, determinando per ognuno di questi valori i corrispondenti risultati per y e z. Trattandosi di un numero di casi piuttosto limitato si può procedere per tentativi, trovando così che l’unico valore accettabile è 
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*****

CLASSIFICA DI TAPPA

Studenti del biennio

	n.
	Alunno/a
	Classe
	n. quesito
	Totale

	
	
	
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	

	1
	Pietrafesa Stefano
	1E
	
	
	
	
	1
	
	
	1
	
	2
	4

	2
	Marrazzo Giovanni
	1F
	
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	1


Studenti del triennio

	n.
	Alunno/a
	Classe
	n. quesito
	Totale

	
	
	
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	

	1
	Spinardi Valerio
	3BI
	3
	3
	3
	3
	3
	3
	3
	3
	3
	
	27

	2
	Mantovani Christian
	5AI
	3
	3
	3
	3
	3
	
	1
	2
	
	3
	21

	3
	Sarti Alessandro
	5AM
	3
	3
	3
	3
	1
	
	1
	3
	
	3
	20

	4
	Quitadamo Alessandro
	4BM
	2
	2
	3
	3
	1
	
	1
	2
	2
	2
	18

	5
	Selvaggi Ivano
	3AI
	3
	2
	3
	3
	1
	
	
	
	
	
	12

	6
	Addante Michele
	5AM
	
	3
	
	3
	1
	
	
	
	1
	3
	11

	7
	Rossi Bruno
	4BI
	
	3
	3
	
	1
	
	
	
	
	1
	8

	7
	La Porta Mirko
	3BI
	2
	3
	
	
	1
	
	1
	
	
	1
	8

	9
	Giugliano Gabriele
	4BI
	2
	2
	
	
	
	1
	1
	
	
	
	6

	10
	Pellecchia Roberto
	4BI
	
	2
	
	
	1
	
	
	
	
	1
	4


CLASSIFICA GENERALE

Studenti del biennio

	n. 
	Alunno/a
	Classe
	punti

	1
	Pietrafesa Stefano   
	1E
	30

	2
	Muzzini Mirko
	1B
	25

	3
	Ronchetti Luca
	1B
	24

	4
	Giavazzi Luca
	2D
	16

	5
	Rubbini Roberto
	2D
	13

	6
	Lanè Niccolò
	1F
	9

	7
	Modello Marco
	1F
	3

	8
	Marrazzo Giovanni
	1F
	2


Studenti del triennio

	n. 
	Alunno/a
	Classe
	punti
	
	n. 
	Alunno/a
	Classe
	punti

	1
	Mantovani Christian
	5AI
	152
	
	18
	Sacchetti Dario
	5BE
	17

	2
	Spinardi Valerio
	3BI
	143
	
	20
	Bettelli Giulia
	3BI
	15

	3
	Quitadamo Alessandro
	4BM
	112
	
	21
	Somma Alessandro
	4BE
	14

	4
	Selvaggi Ivano
	3AI
	108
	
	22
	Bergamini Stefano
	4AM
	12

	5
	Sarti Alessandro
	5AM
	101
	
	22
	Cottafava Daniel
	4BE
	12

	6
	Addante Michele
	5AM
	66
	
	22
	Hu Li Shi
	5AI
	12

	7
	La Porta Mirko
	3BI
	55
	
	22
	Maccaferri Manuele
	5AM
	12

	8
	Yatsukovich Tatyana
	4AI
	49
	
	26
	Papotti Marcello 
	3BI
	10

	9
	Degli Innocenti David
	4BM
	47
	
	27
	Disco Emanuele
	3BI
	9

	10
	Giugliano Gabriele
	4BI
	45
	
	28
	Kapidani Roland
	3BI
	8

	10
	Rossi Bruno
	4BI
	45
	
	28
	Zangara Silvia
	4AT
	8

	12
	Monelli Riccardo
	4AM
	38
	
	30
	Venturi Mattia
	4AM
	7

	13
	Ferraresi Alessandro
	5BM
	33
	
	30
	Zangara Francesco
	5AE
	7

	13
	Pellecchia Roberto
	4BI
	33
	
	32
	Garuti Mattia
	3BI
	6

	15
	Lo Savio Luca
	5BM
	25
	
	33
	Frigerio Roberta
	3BI
	4

	16
	Stassi Davide
	3BM
	21
	
	33
	Ronchetti Luca
	3AM
	4

	17
	Zotti Andrea
	3BI
	19
	
	35
	Nardo Emanuela
	3BI
	2

	18
	Calzolari Andrea
	4AM
	17
	
	
	
	
	


RECENSIONI

Colin Bruce, Sherlock Holmes e le trappole della logica

Titolo originale: Conned Again, Watson, 2001

Il miglior modo di presentare questo libro è forse quello di citare una frase significativa dell’autore contenuta nella prefazione: “Ho sempre apprezzato l’antica tradizione di insegnare tramite storie, come le favole di Esopo. Basta raccontare la vicenda di qualcuno che commette un errore dalle conseguenze davvero terribili, e la morale resta impressa facilmente. Ecco dunque una serie di moderni aneddoti ammonitori, in forma di storie di Sherlock Holmes”. A chi sa interpretare queste parole non sarà difficile riconoscere il bravo divulgatore e, con ogni probabilità, l’ottimo insegnante.

*****

Il maestro di pianoforte ha tre allieve molto brave che aspirano ad una borsa di studio che aprirà alla vincitrice la possibilità di una brillante carriera. Purtroppo c’è la possibilità di assegnare una sola borsa. Il maestro organizza tre giornate di prova (lunedì, martedì, mercoledì) e il giovedì tiene l’esame finale di selezione, ma non è in grado di scegliere: le tre allieve, bravissime, meriterebbero tutte di vincere.

Il maestro, in mancanza d’altro, decide di stabilire il seguente criterio: assegnerà la vittoria a quella che è stata più assidua e si è presentata prima alle prove. Le convoca quindi una per una e comunica loro l’esito.

Prima chiama Barbara: “Mi dispiace, non posso dichiararti vincitrice, perché c’è chi è stato più assiduo di te: Nella è arrivata prima di te al lunedì e al mercoledì e solo al martedì è giunta dopo di te”.

Subito dopo fa entrare Renata: “Barbara è stata più brava di te, e ti ha preceduta per ben due volte, lunedì e martedì. Quindi non posso assegnarti la borsa di studio”.

Infine fa entrare Nella: “Non ti posso dare il premio perché per due volte, martedì e mercoledì, c’è chi ha fatto meglio di te, vale a dire Renata. Solo al lunedì tu sei arrivata prima di lei”.

Il lettore a questo punto dovrebbe essere piuttosto sconcertato, e ha l’impressione che venga violata la proprietà transitiva: se N batte B e B batte R, allora N batte R. L’apparente contraddizione delle decisioni del maestro (non sappiamo che fine faranno i soldi della borsa di studio…) può essere sciolta mettendo i dati sotto forma di tabella:

	Giorno
	lunedì
	martedì
	mercoledì

	Prima arrivata
	NELLA
	BARBARA
	RENATA

	Seconda arrivata
	BARBARA
	RENATA
	NELLA

	Terza arrivata
	RENATA
	NELLA
	BARBARA


Come si può notare, non esiste una gerarchia univoca, esattamente come nel vecchio gioco della morra cinese (forbici, sasso, carta). 

“L’apparente paradosso si spiega -osserva Sherlock Holmes, chiamato a chiarire il caso- con la tendenza umana a ritenere che un insieme di persone (o di oggetti) possa sempre essere classificato secondo una sola e unica sequenza di priorità. La cosa risulta vera solo se si utilizza un metro di misurazione lineare, come l’altezza e il peso”.

Solo in quest’ultimo caso, infatti, vale la proprietà transitiva. A questo punto dunque è tutto chiaro, e Sherlock Holmes non ha faticato troppo a sciogliere l’enigma. 

*****

Che ne dite allora di quest’altro rompicapo?

Il Marchese Lionel Whitebridge, ricco ereditiere, è appassionato del gioco d’azzardo e, nonostante Sherlock Holmes l’abbia più volte messo in guardia, non sa resistere alla tentazione. Finalmente ha trovato un gioco in cui in media si fa pari (anzi: forse c’è da guadagnare). In un circolo privato gli hanno infatti proposto il gioco seguente.

“Caro Marchese, ci sono qui tre dadi:

· uno rosso con il numero 4 su tutte le facce

· uno nero con i numeri 1, 1, 1, 1, 10, 10 sulle facce

· uno bianco con i numeri 6, 6, 6, 6, 0, 0.

Come può vedere, la media delle facce di ogni dado è 4. Ognuno dei due giocatori sceglie un dado e lo lancia. Vince chi ha fatto il punteggio più alto (evidentemente non ci possono essere situazioni di pareggio). E poi, caro Marchese, per fugare i suoi ultimi dubbi, le lascerò scegliere il dado”.

Il Marchese, entusiasta, accetta, dilapidando così una parte significativa del suo patrimonio. 

Forse c’è un trucco in questo gioco: provate a fare i calcoli. Se proprio non ci arrivate, Sherlock Holmes vi dà un consiglio: rivedete il rompicapo delle tre musiciste e osservate che le iniziali dei nomi delle tre ragazze sono le stesse dei colori dei dadi…

*****

Questo, in sintesi, è uno dei 12 brevi episodi in cui l’insuperabile detective è chiamato a sciogliere un enigma: in comune a tutti queste storie ci sono le trappole della logica. Sotto la superficie ambigua e sfumata del linguaggio comune Sherlock Holmes (cioè l’autore del libro, Colin Bruce) prende per mano il fido dr. Watson (vale a dire il lettore) e gli parla di statistica, di probabilità, del teorema di Bayes, di intervalli di confidenza, teoria dei giochi, teoria delle code ecc.

La forma del libro è brillante e la sostanza è ben concreta, come già nel precedente libro dello stesso autore, “Sherlock Holmes e i misteri della scienza” nella migliore tradizione divulgativa britannica.   A.C.

*****

FRASI CELEBRI


La matematica è la musica della ragione.

James Joseph Sylvester

*****

ABBONAMENTI

Gli allievi non ancora abbonati  e interessati a ricevere regolarmente la rivista possono segnalare in qualunque momento il loro nominativo al proprio insegnante di matematica.

Ricordiamo infine che in biblioteca sono a disposizione alcune copie e che “Il Leonardo” esce anche in versione elettronica sul sito www.itisvinci.com, a cura dell’ing. Daniele Calanca.
NEL PROSSIMO NUMERO …

· Nella rubrica ANNIVERSARI Georg Ohm, Wilhelm Bessel e altri …

· 10 nuovi problemi a gara
· Le soluzioni dei quesiti pubblicati nel numero 8

· La classifica relativa ai quesiti dal n.71 al n.80 e la classifica generale

· Nella rubrica FATAL ERROR ci occuperemo di percentuali
· Continua il “Dialogo dei Minimi Sistemi”
· Altri problemi classici
· Nella rubrica RECENSIONI il libro CENTO PROBLEMI DI MATEMATICA ELEMENTARE di Hugo Steinhaus
· Una frase celebre di Augustus De Morgan
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