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DUECENTO PROBLEMI

Andrea Somenzi (1F), Marco Piva (2C), Chiara Panzani
(4Al) e Alessandro Quitadamo (5BM) sono | quattro
rappresentanti della nostra scuola dhe hanno @rteapato il 19
febbraio alla gara di secondo livello per le Olimpiadi della
Matematica, in qualitadi vincitori dellagaradi Istituto ches e
svolta nell o scorso mese di novembre.

“Il Leonardo” ha fra gli altri scopi quello d diffondere
fragli studenti (e fragli insegnanti) queste iniziative, seguirne
lo svolgimento e segnalare, come in questo caso, gli studenti
che s sonomaggiormente distinti.
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La gara del 19 febbraio s e svolta presso il Dipartimento
di Matematica dell’ Universita di Modena; s e trattato d una
prova impegnativa, per la quale i concorrenti avevano a
dispasizione tre ore per risolvere un ceto numero d quesiti
(15 per il biennio el7 per il triennio). Anche per soddsfare la
curiosita del nostri lettori, riportiamo il testo d due esercizi
che hanno dito filo datorcere a concorrenti:

Quesito n. 11 &l biennio: “ Prendiamo unintero pasitivo
n, facdamo la somma delle sue afre e po addzioniamo
nuovamente le afre di tale somma attenendo unintero S Qual
eil piu piccolo nche permette di ottenere S3 10?”

Questo n 2 de triennio: “In Italia le targhe
automohili stiche sono composte da 2lettere, seguite da 3cifre
ed dtre 2 lettere. Nel paese di Ailati le wmse vanno dla
rovescia e le targhe sonocomposte 2 cifre, seguite da 3lettere
ed dtre 2 cifre. Sugponrendo che in entrambi | paes s usino
10 cifre e 22 lettere (I, O, U, Q non sono uilizzate),
determinare la dfferenza tra il numero d tutte le targhe
posshili nel due paesi” .

Gli studenti che, ala fine della gara, hanno ceaso d
vistare la mostra “Un porte sul Mediterraneo” dedicaa a
Fibonaca nonsono ceto rimasti delusi. Proprio su Fiboraca
il nostro prof. Apotema ha tenuto alcune memorabili | ezoni; e
a Fibomaca e dedicao il quesito n. 200 ce 3| Leonardo® con
Il quale si conclude il torneo d quest’anno. Ma, come s dice
In gquesti casl, restate @nN na: SUi prossmi numeri
pubHdicheremo le soluzioni dei quesiti, le consuete rubriche e
naturalmente, |’ attesa dasdfica

Il Comitato d Redazione
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IL SIMBOLO DEL MESE

Questo mese parliamo di: unita immaginaria

| successvi ampliamenti degli insiemi numerici hanno
portato ad estendere l'originario insieme dei numeri naturali
fino a comprendere gli interi, i razonali e i redi. In
quest'ultimo insleme m@me noto sono sempre posshili 1e
operazoni elementari: somma, sottrazaone, moltiplicazone e
divisone (purchéil divisore siadiverso da zeo), mentre non
posshile estrarre la radice quadrata quando il radicando
negativo. Tale esigenza si presento nella seaonda met  del
‘500 guando Raffade Bombelli e Gerolamo Cardano s
occuparono cklla soluzione di equazoni di 2° e 3° gado. In
particolare nellaformularisolutiva delle equazoni di 3° grado,
anche nel cas in cui le soluzioni sono redi, compare a un
certo purto laradicequadrata di un numero negativo.

La comunit del matematici non acceéto fadlmente il
nuovoconcetto, per il quale nonerano dsponbili né un nane

unsimbalo. Il termine immaginario fu introdato da Cartesio
nel 1637, perché -sosteneva- le soluzioni di certe equazoni
posvNoesEre immaginate senza de silanoredi.

Il smbolo i =+/-1 per rappresentare l'unit immaginaria
fu introdato da Eulero dtre un sealo dopq nel 1777 Mafu
solo gaze dl'opera di Gauss che introduse la
rappresentazone geometrica dei numeri immaginari e dei
numeri compless, che fu vinta la diffidenza verso i numeri
compless. |l smbalo i ogg universalmente accéato (con la
variante | utilizzaa in elettronica), s impaosto ala fine su
atri smboali alternativi propasti, frai quali k, adottato da De
Morgan amet ‘800. A.C.
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REGOLAMENTO DEL TORNEO

In ogn numero vengono publicai dai 16 a 18 quesiti di
vario tipo e di diverso livello d difficolt , per untotale di 100
guesiti, che dowebbero incuriosirvi e invodiarvi a partedpare
e le aii soluzioni saranno publicae adue numeri di distanza
Non necessario, ovviamente, risponcere atutte le domande.
Ognunqg e questo vale amaggior ragione per gli studenti del
biennio, affronter i quesiti ala sua portata.

Una Commisgone Giudicarice eaminer le risposte e
attribuir _un _purieggio da 0 a 3, che terr conto della
correttezzama anche della qualit e della aompletezzadella
soluzionre.

Veranno compilate dassfiche di tappa e la dasgfica
generale: ala fine asgneremo ricchi premi a meglio
clasgficadi.

Come s partedpa. Vicino ala sala insegnanti  stata
predisposta una castta postale wn l'indicazone “Torneo d
matematica”. avete un mese di tempo dlla data di
publdicazone del giornalino per risolvere gli esercizi e
scrivere su unfoglio, posshilmente d computer o a mano (ma
con lella grafial) la vostra soluzione indicando nane e
cognanme, clase di appartenenza enumero del quesito.

Per i problemi di questo numero, le risposte dowanno essre
imbucate nell'urna entro il giorno

28 APRILE 2003

Attendiamo le vostre soluzioni!
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| QUESITI DE 4L LE ONARDO®

183 Se A l'inseme dei numeri del tipo 4n+2 eB
I'insieme dei numeri del tipo 3n, doven un
numero naturale, qual l'insleme AC B?

184 Cionde ha scritto su un foglio due numeri
interi, e pol ne cdcolalasomma, ladifferenza e
il prodato e trova die questi tre risultati stanno
fradi loro come 3:2:15. Quanto valgonoi due numeri scritti
daCionde?

18 Nella storia di Logicopdi rimasto famoso |l
caso d Tizio, Caio e Sempronio. Uno d loro
commise un amicidio. Durante l'interrogatorio

ciascuno i trerilasci duedichiarazoni:

Tizio: - Non sonostato io.

E stato Sempronio. —
Caio: - Sempronio  innacente.

E stato Tizio. —
Sempronio: - Nonsonostato io.

E stato Caio. —

L'ispettore Agh Ciapa Seimper stabili che uno dei tre areva
mentito due volte, un altro aveva detto per due volte la verit
mentre il terzo aveva una volta mentito e una volta detto la
verit . Quale del tre mommise I'omicidio?
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186 Determinare @n tre dfre significaive l'areadi
un triangdo nde le lunglezze dei lati, che
valgonoin cm:

a=2Y6 b=+3-+2 c=+3+42
(Sembra difficile, ma per aiutarvi vi diciamo che l'area di
circamez centimetro quadrato).

18 Dimostrare de un triangdo che ha due
bisettrici uguali  isoscee.

188 In uma lamina drcolare ritagliamo il quadrato
Inscritto e gettiamo via | quattro segmenti

circolari residui. Poi in uma lamina quadrata
ritagliamo il cerchio inscritto butando va axche in questo
caso | quattro pezzdti restanti. Calcolare nei due cal la
percentuale di lamina de viene buttata via.
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18 Due progressoni aritmetiche hanno lo stes
numero d termini. |l rappato tra |'ultimo
termine della prima progressone e il primo
termine della seconda uguale d rapparto tra l'ultimo termine
della seaonda progressone eil primo termine della prima e
sono entrambi uguali a 4. La somma dei termini della prima
progressone inveceil doppo della somma dei termini della
seanda progressone. Qual il rappato tra le ragioni delle
due progressoni aritmetiche?

19 Ricordate i giocaori di tennis che s divertivano
a formare delle piramidi di palle da tennis a
base quadrata? (vedi quesito n. 130 d 4l

L eonardo®) Bene, ades | ragaza hanno costruito urlaltra
piramide, questa volta avente per base un triangdo equil atero.
Lo strato inferiore della piramide ha il lato composto da 6
pall e datennis. Quante pall e in tutto compongonda piramide?

191 Usando la riga e il compasso costruire una
circonferenza passante per due purti dati P e Q
e tangente aunarettadatar.

192 Qual il piu gande numero intero d due dfre
divisibile per il prodato delle proprie afre?
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1 93 Tre pedine bianche etre nere sono dsposte su

sette casell e quadrate come in figura: le bianche

nelle posizioni 1, 2, 3 e le nere nelle pasizioni

5, 6, 7. Potete muovere una pedina in urma

casella aiaceite libera o facendde saltare una pedina
adiacente, finendoancorain ura caellalibera

000 e@®

1 2 3 4 5 6 7

@

Siete in grado, rispettandole regole del gioco, di scambiare le
pedine bianche onle nerein 15moss?

194 Kurt Aergeiz ha una bellissma wllezone di
francobdli . Sappiamo che ne hatanti, e de pu
metterli in fila per 2, oppue per 3, per 4, per 5,
per 6, per 7, per 8, per 9 e anche per 10 senza de resti, in
ognura di queste disposizioni, nesaun francobdlo. Sappiamo
anche dheil numero d francobdli il piu piccolo compatibil e
conle wmndzion imposte. Quanti francobdli ha Aergeiz?

195 posshile sezonare un cubo con un pano in
modoche la seaone risulti
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a) Un triangdo equil atero?
b) Un pentagonoregolare?
c) Un esagonoregolare?

/

L /

In un castto ci sono centinaia di cdze tutte
196 dello steso tipo, ma di 5 colori divers.

Dobliamo prenderne dcune d buio in modo
che ce ne sano ameno 6 &lo steso colore. Quante
dobhamo prenderne cme minimo per avere la cetezzadi
rispettare questa richiesta?

1 9 7 Dimostrare dhe le rette

|2Xx+2y-2-10=0 x+7 _y-5_z-9
! x- y-z-22=0" 3 -1 4

sono [aralele e @colarne ladistanza
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La matrice per stampare la banconaa da 500 ¥4
19 conservata in um casforte la i
combinazaone segretissma. Tuttavia @biamo
saputo alcune indiscrezoni:
- la ommbinazone di quattro cifre;
- lasommadelle dfre 20;
- laprima uguale dla seconda sommata d doppo della
terza
- laseconda uguale dlasommadell e ultime due;
- la somma delle prime tre afre uguale d triplo della
quinta.
Forse la combinazone non a questo purto tanto segreta
Daremo 3 purti (manon psdamo dare i 500 VIRVRD
la combinazonre.

1% Nell'ultimo compito in clase il professor
Apotema sente di avere un pd esagerato

riguardo alla difficolt dell'ultima domanda. Ha
infatti chiesto d cdcolare
 epa+ 50U
lim siné— = 0.
n® +¥ 6\/55 2 o g
Eppue molti studenti non I'nanno trovata poi cosi difficile.
Per esempio Sekky ha scritto subito larisposta, dopoaver fatto

1++/5
2

>1 s ha de

Il seguente ragionamento. Poich

im a&+—£8 =+¥. Dunguwe arche lim P a&+\f'59

T =+¥
g 2 n®+¥\/§g 2 5
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e quindi, oscillando la funzione seno tra - 1 e +1, il limite
asegnato non esistel Cosi hanno fatto anche dtri alunn,
sorpresi dalla fadlit dell'ultima domanda, solitamente s
Impegnativa. Soltanto Geny, dopoaver svolto in pochi minuti
la prima parte del compito, ha passto piu d unora
sull'ultimo quesito. Ed eca che finalmente scrive anche lui la
risposta, ma ... non coincide awn quella di Sekky: ha infatti
scritto zero! Apotema, passandotrai banchi, havisto tutto e s

il uminato in vdto. Infatti anche la spiegazone de Geny ha
scritto d fretta, citando unproblema del primo numero de 4|
Leonardo®, impeccdile (come semprel). Sapreste fare
atrettanto?

20 Sappiamo, perch ce ne ha parlato il prof.
Apotema, cosa sono i numeri di Fibonaca. S

tratta di una successone di numeri interi dei
guali il primo vale 1, il secondo \ele ancora 1 e tutti gli altri
sono (i alasommade due dieli precalona Ladefinizione
quind:
=1

F
F.,+F,_, pern>2

iF =
iF,

| primi numeri di Fiboraca, come noto, sona 1,1, 2, 3, 5, 8§,
13, 21, 34Y4
E ora la domanda: qual la dfra delle unit di F,y,

dueceitesmo numero d Fibormacd? N.B.: potete fare un
programma d computer, se volete.

*kkkk
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FATAL ERR OR

Su unlibro d esercizi per le vacaze per gli scolari che
hanno terminato la quinta dase dementare troviamo |l
seguente problema:

94| balcorne della casa d
mare di Memo Quick éa forma
d TRAPEZIO ISOSCELE. La / \
base maggore misura 55
metri; quella minore 2,4 metri; |

due lati obliqui sono ugu# alla meta d quest’ultima. Qual e
la lunghezza dellaringhera?®

Ci aspettiamo che la difficolt del problema consista nel
cepire dhe non s deve cdcolare l'intero perimetro del
trapezo0, ma solo la somma della base minore edei due lati
obliqui visto che, probabilmente, il balcone saldato alla caa
lungola base maggiore. Ora la base minore misura 2,4 metri e
| lati obliqui da meta d quest’ultima® , cio 1,2 metri. La
ringhera alloralunga 2,4+1,2+12=4,8 metri. C' per un
piccolo problema: la base maggiore supera la somma degli
atri tre lati del trapezao e questo non paosshile. In ogn
paigonoinfatti ogn lato minore della somma dei rimanenti
lati e ... il trapezo nonsi chiude! Lo scolaro che aress voluto
fare un dsegno in scda S sarebbe subito acorto
dell'inconguenza Dobhamo forse @ncludere de in un
trapezo isoscde i lati obligu non p&No eskre uguali a
met della base minore? Certamente nol Solo che la base
maggiore non pu superare la somma della base minore edei
lati obliqui. Per esempio, in questo caso, la base maggiore
avrebbe potuto assumere qualsias valore strettamente
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compreso trai 2,4 metri e i 4,8 metri (anche se per valori
prossmi a 4,8 metri su quel balcone non ci sarebbe stato
posto nemmeno per un vasetto d piante grase!). S tratta di
un errore dungte non rella struttura del problema ma nella
scdta dei dati 0, semplicemente, trattandasl di un problema
che ritroviamo nella sostanza identico in ogn libro d
geometria, sono stati cambiati i1 dati con troppa leggerezza
Sottolineiamo il fatto che resta una sana aitudine per gli
scolari quella, davanti a un roblema geometrico, di fare una
figurail piu passbile preasa

*kkkk

Ma aless lasciamo il peccdo “veniale” dell'esercizio al
trapezo (uno Bl piu emozionanti in ambito circensel) per
passare aun peccdo piu grave, che riguarda I'operazone di

D &)

In unaltro libro per la scuda dell'obldigo troviamo infatti
una tabella analoga aquelle aitmetiche dowve figurano, nelle
due entrate, degli oggetti e bisogna disegnare in ogn casellalil
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risultato dell'operazone di unione. C' anche un esempio
risolto: in um caella de crrisponce auna facda e aun
bavero disegnatalafacda con sotto il bavero.

Ma questa volta non s tratta di una svista: |'esercizio
concetualmente del tutto errato! L'unione, infatti, non
un'operazone tra ogeetti, ma tra insiemi e il risultato un
nuovo insieme! In guesto caso inveces  fatta |'uni one di
oggetti, utilizzando il termine “unione” non col significao
teanico che ha nel linguaggio degli insiemi, ma @on qlello
comune di dconnessone funzionde di due o piu elementi,
ricondwibile all'idea d congunzione o d collegamento
materiale o ideale® (Dewto — Oli). Tanta faticaper cercare di
formalizzae unoperazone tra dass per po smentirs
clamorosamente @n un esercizio che voleva esre di
chiarimento e die risulta invece del tutto fuorviante per lo
scolaro, il quale, a questo purto, intende de fare I'unione di
inslemi  significhi  semplicemente “appicdcae” due ase
(magari standoattenti a wme sl appicccanal).

Ci aspettiamo, a questo purto, che per I'unione, insieme dla
propriet asciativa e ommutativa, sia dtata aiche la
propriet d'unionefalaforza® ! G.G.

*kkkk
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DIAL OGO DEI MI NIMI SISTEMI

Ci vude poco ainventare un groblema, che qudche wlta
puo essre bizarro o inconsueto. Ad esempio: qude puo
esere la masa d un gande iceberg? A quarte
super petroliere equivale? E puo arche succedere, come apita
al nostri eroi, che il camnmino che porta ala soluzione sia
pieno d imprevsti e di sorprese.

*kkkk

Ogg Gal non uscito d casa, e i nipcti tornando da
scuda s fermano a salutarlo. Dovrebbero sapere che s
facendo s sottoparanno al'ennesima lezaone estemporanea
dello zio: maforse aloro non dspiace S erano visti |'ultima
volta a cada de ragaza davanti a un computer, intenti a
reperire dati riguardanti gli iceberg. Appena entrati in casa,
Antonio e Brunella trovano |o zio impegnato a aostruire un
complicao meccaiismo leonardesco del quale non s
capiscono le finalit : tubi, fili, guaine, canaline, battiglie,
vaschette eredpienti vari, e tutto sparso nella stanzautensili e
materiale vario: trapano, martelli, pinze, chiod e viti di tutti |
tipi.

Antonio: 3Cosa sta succedendo qu? Cosa stai facendozio
Ga??

Gal (continuando a lavorare mwme se nulla fosse): 20h,
niente di speaale, sto solo predisporendo unmeccanismo per
rifornire di aaqua le mie tartarughe. Dovete sapere de dalla
prossma settimana mi far una bella vacaiza e star via
parecdio tempcd® (sospiro d sollievo del due nipaoti) % alora
devo pensare a ©me non far morire di sete queste
tartarughel/°
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Antonio e Brunella: 8ene, allorati lasciamo lavorare. Ci
vediamo uno ek prossmi giorni®

Gal capisce de | ragaza erano venuti a trovarlo per
continuare i cdcoli sugli iceberg, sulle superpetroliere e sul
Titanic: 3Ma no, no¥z Per ogg ho finito. Queste ase vanno
fatte un pd per volta Venite di | , mi farebbe piacee
riprendere i contegg sugli iceberg. Dove @avamo rimasti?
Ah, eco¥s devo avere da qualche parte gli appurti che ho
preso |'altro gorno¥?

Gal estrae dalla tasca della giaccauno dei tanti foglietti
che porta sempre on s . &/ediamo, no, questa |la nota della
gpesa. Questo nemmenoYs Ecco qua, queste sono le anque
domande piuttosto curiose dalle quali eravamo partiti. L'altro
giorno mi ero fatto uno schema quando eravamo davanti al
VOostro computer®

1. Qual il volumedi un 1.400.000000.000m>
iceberg d grandi dimensioni?

2. Qual lasuamassa? 1.260.000.000.000tonrell ate

3. Qual lamassadel Titanic?|50.000tonrell ate

4. Qua la massa di una/600.000tonrell ate
superpetroliera?

5. A guante superpetroliere e ¢ ??
quanti transatlantici equivale|??
un gande iceberg?

Questi sono i valori che dbiamo trovato, graze a um
veloce ricaca su Internet. S tratta solo d risponcere
all'ultima domanda®

B: @S tratta in fondosolo d un semplice cacolo. Il pi
fatto, mi pare. Ci slamo procurati tutti i dati e nonci resta de
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fare dcunedivisioni. Ma dhe antipatici tutti quegli zeri nei dati
dell a tabell &/

Gal: 8Gi , e vedremo come cecae di aggrare questo
problema e ogliere I'occasione per cagpire meglio le notazoni
utili zzate in campo scientifico. Vi ricordo queli sono i due
problemi che finora ebbiamo affr ontato:

Problema numero una dowve reperire i dati

Problema numero due: ordinare eselezonare i dati.

Affrontiamo ades® uraltra questione, che in fondo la
cosapi automatica ma che non del tutto scontata:

Problema numero tre: come fare i cacoli.

Cominciamo subito. Sediamoci a tavolo e sotto con |
cdcoli®

A: 8Agpetta, prendo la cdcolatricé/s Acddenti, I'ho
|asciata a caal/P

Gal: ANon importa. Ce lafacdamo benissmo senza/* e
completa velocemente o schema @n 1 dati mancanti.
Utilizzamo i dati per cdcolare aquanti Titanic e aquante
superpetroli ere equivale un gande iceberg.

7 = Mceaere - 1400000000000t _ g 10000

Mriranic 50.000t

Mcegere _ 1-400000.000.000t 2300000

MoetrRoLIERA 600.000t

nPETROLIERE_

A: #er | incredibile: I'iceberg equ ivale aventotto mili oni
di transatlantici e aoltre due mili oni di superpetroli ere!©

B: @Si, per mi sembrano cdcoli piuttosto naos, che
danno paa soddsfazone, e soprattutto con un ndevole
rischio d dimenticare qualche zeo, arrivando a canbiare del
tutto il senso del risultato®
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Gal: satto, ed per questo che s introduce la natazone
esporenziale®

A:3Cos °

Gal: %emndo me l'avete gi  vista da qualche parte,
anche se non sapete dhe si chiama in questo modo. Adesso vi
facao vedere® eda una delle tasche estrae prontamente una
cdcolatrice @Tranquilli, ne faremo a meno rei nostri cdcol,
ma ades mi serve per farvi cgpire meglio il concetto che
stiamo affrontandd

A e B: 3 a dlora cel'avevi la cdcolatrice Non fa niente,
val avanti®

Gal: 8Adesso comincio afare qualche moltiplicazone on
numeri a cao¥Lercheremo d capire msa fa la cdcolatrice
guandoraggiungo \alori comparabili coni numeri della nostra
tabell a®

Gal comincia afare qualche cdcolo:

500" 7000= 3500000
3500000 2000= 700000000

Gal: Fin qu tutto bene, ma slamo arrivati ai limiti della
portata del display. Cosa succede se aontinuoa moltiplicare?

A: 4l display in guesto caso mostra degli strani numeri
che nonmai cgpito bene®

Gal: %' proprio guesta la notazone esporenziale. Vedral
che anche la cdcolatrice s dow adattare a uilizzala® E
continua amoltiplicare:

7000000000 800=5.6 **
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Gal: %A semnda della notazore utilizzaa dala
cdcolatrice o dal computer questo risultato passamo trovarlo
scritto anche in uno d questi modi:

5.6E12
5.6 EXP12

5.6 10"

Quest'ultimo anche il modocon cui s indicanoi numeri
iIn  ndazone eporenzidle quando \engono  scritti
manual mente, con carta ematita.

Con glesta notazone indichiamo separatamente le dfre
iniziali del numero (le dfre significaive, che cstituiscono la
mantissa) e la paosizione della virgoa, che rappresenta in
sostanza una potenza di 10, ed chiamata caratteristica. Nel
nostro caso la mantissa vale 5,6 e la caatteristica vale 12
Ecco qualche dtro esempio’? E riemp ie un altro foglietto d
numeri lunghssmi:

7.000000000= 7" 1.000000000=7" 10° settemiliardi

5.600.000000.000=5,6" 1.000.000000.000=5,6" 10"
cinquemilaeseicentamiliardi

A: 2A cosa serve?™
Gal: @Ci sonoameno dwe vantaggi:
la rappresentazone del numeri pi
significaiva edi immediata interpretazone
| cadcoli posono essere sviluppati in modo p
elegante eriducendole posshilit di errore
Basta infatti applicare le note propriet delle potenze
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10" 40 =10
10°:10" =10
Lo ) =10

Proviamo ariscrivere i dati numerici dell a tabella usando
gueste notazoni:

massa dell'iceberg 1,44.0°t
massadel Titanic 530"t
massa dell a superpetroliera 620t

In questo modoil cdcolo notevolmente semplificao:

_ Micepers 1440t =02840°=28X0"

Mriranic 510t
Mcegere — 14407 t

nTITANIC

nPETROLIERE_

»0,2340" =2,340°

5
PETROLIERA 6 t

Non un caso se questa notazone viene diamata
esporenziale o scientifica E' proprio in canpo scientifico
(basti pensare dl'astronamia e #afisicadella materia) che s
presentano spesx numeri molto gand o molto piccoli, o
meglio con adine di grandezzamolto dverso da quelli cui
slamo abituati®. Gal prende dallo scafale un vecdio libro
pieno d tavole numeriche. #Ecco, vediamo da questa tavola
alcuni valori di grandezzefisiche:
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Grandezzg Notazaone Notazone ordinaria
Esporenz.

Annoluce| 9 46x10 m |9460000000000000

Massa 91X10 31 kg 0,00000000000000000000000000000(
elettrone

Mass | 597x10%* kg|5970000000000000000000000
della

Terra

E' del tutto evidente dhe i numeri della wlonna centrale
sono molto p comprensibili e maneggevoli di queli
dell'ultima wmlonna.

S tratta, come s pu notare, di notazoni di immediata
comprensione, nonappenas entraun pd in confidenza

E cosi indirettamente dbiamo affr ontato e (direi) risolto il

Problema numero  guettro. come oftenere  dati
significativi?

A: 8n che senso dati significaivi?®

Gal: @lorniamo un attimo indietro. Abbiamo detto prima
che un gande iceberg ha una massa di mill equattrocento
miliardi di tonrellate. E' certamente un dato sbalorditivo, ma
che rischia di nonfornire unideadell'ordine di grandezza Se
invecediciamo che lamassadi uniceberg pari a2,3 milioni
di superpetroliere, questa espressone ha un maggior contenuto
di concscenza, ci d informazoni in modo p efficace e
significaivo.

Possamo dunqe oncludere de l|a notazone
esporenziale (che dimina tanti zeri noios, ripetitivi e in
gualche modo mrasstari) e unaoppatunascdtadelle unit di
misura (nel nostro caso la massa espressa in superpetroliere
anzich intonrellate) rispondonoegregiamente dl'esigenzadi
fare cdcoli e soprattutto d fornire risultati in un formato
utili zzabil e.°
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*kkkk

Morale del dialogo d ogg: i numeri che slamo aldtuati a
utili zzare sono certamente addti a descrivere | fenomeni di
tutti i giorni, ma sono cEl tutto inadeguai ad dfrontare
stuazioni che sono lontani dall'esperienza sensibile e
appatengono a odini di grandezza molto dversi. Anche il
linguaggo matematico s adatato per consentirci di trattare
queste realt . E adesso lasciamo patire lo zio Gal per la sua
vacanza. Neriparleremo la prossma volta. A.C.
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PROBLEMI| CLAS3CI

Origami e geometria

| seguenti problemi riguardano la posshilit di redizzae,
mediante successve pieghe di un foglio d carta, oppatune
figure  geometriche. | risultati  materiali  saranno
Inevitabil mente goprosgmati, cosi come lo sono quelli ottentti
mediante lariga eil compass. Idedizzando r lelineedelle
pieghe cmme rette e le piegature wme simmetrie asali,
gueste struzioni risultano concettualmente esatte, proprio
come quelle oonlariga eil compasso.
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Problema 1
Dato un foglio d cata di forma rettangdare ottenere un

guadrato.
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Tutti abbiamo imparato questo procedimento, che allabase
di tante popdari costruzioni conla cata.

D C D
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B
-
-
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.
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I 7 I £
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Riferendaci ale figure, s ottiene la piega DE partando DC su
DA. Infine g ottiene la piega EF usando come riferimento CE.
Ecco alora dhe CDFE il quadrato cercao.

*kkkk

Problema 2 Dato unfoglio quedrato cttenere un rettangdo |
cui lati stanno rel rapparto /2.

*kkkk

D E C

A B A b

_ Dopo aver piegato |l

B : F . quadrato sulladiagorele AC
A sovrapporendo ad esempio

CD su CB determiniamo la

piega AE riportando AD su

AC. A questo purio

facaamo la piega FG
ripotando C su E. |l
rettangdo AGFD tale che
g = AD/AG=+/2.  Sapreste
dimostrarlo? G.G.
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PERSONE CHE ... CONTANO!

Impariamo a contare nell'infanzia
ed probakblmente per questo W

motivo che reputiamo il contare %@
una celle attivit matematiche piu |
elementari. Questo  senzaltro %
vero quardo di oggetti da contare

sono pahi, ma quandoabkbamo a 7558,’559”‘_”;7%
che fare @wn numeri molto grand

oppue @n insem di ogeetti %
definiti mediante una popriet

complessa ecam che ntare diventa unarte delle piu

raffinate. Questa rubrica vuole aiutarvi a dventare persone
che ... contand

*kkkk

DISPOSIZIONI E PERMUTAZIONI

Abbiamo imparato alcune regole generali per contare gli
ogcetti di uninseme: laregoa del prodato e la regola della
somma, quest'ultima generalizzgda poi col principio d
inclusione-esclusione. EsSistono tuttavia Situazoni che s
presentano spesso e per le quali utile ricavare una formula
una volta per tutte. Vediamo orauna carellatadi problemi per
presentare dcune di queste situazoni ricorrenti.

9. La schedina del totocalcio
Quanti sono i posshili risultati della schedina del
totocdcio?
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Sduzione
Nella schedina a sono 13righe, relative a 13 partite di
cdcio, per ciascuna delle quali il risultato pu es%re 1, X, 2.
Vi sono dunge 3 passhili risultati per ciascuna partita € per
la regola del proddato, arriviamo a un numero complessvo d
3" =1.594.323 colonre diverse.

L e disposizioni con ripetizione

Il problema della schedina del totocdcio  del tutto
analogo a quelli g visti del ciclista sfortunato o della
combinazone segreta. Ciascuno d questi problemi rientra nel
seguente schema generale. Abbiamo uninsieme di n ogcgetti e
vogliamo formare tutti 1 posshili ragguppamenti di k ogggtti
in modo tale de in ogn raggupparento un og@tto possa
comparire pi  volte e de due raggupparenti vengano
considerati distinti se differiscono per gli oggetti oppue per
I'ordine degli oggetti stess.

Tali raggruppamenti sono denominati disposizioni con
ripetizione di n ogeetti di clase k o disposizon con
ripetizonedi n oggetti ak ak eil loro numero s indica @nla
scrittura D"n k. Avendao, per ciascuna delle k scdte, n diverse
posshilit |, per laregoadel prodato abbiamo che

Drn,k = nk.

Nel linguaggio degli insiemi le disposizioni con
ripetizione arrispondonoalle funzioni f da un insieme S di
cadinait k auninseme B di cadinait n. In particolare
I'insleme S pu essere pensato come un insieme di scatole e
I'insieme B come un insieme di biglie. Se numeriamo le
scaole da 1 a k e le biglie da 1 a n alora una funzione
f:S® B rappresenta un modo d disporre k delle n biglie
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nelle k scaole, in modo che ogn scaola cmntenga una euna
solabiglia epotendo comparire una wpia dellastessabigliain
pi scaole.

Nel caso della schedinale scaole sonole partite ele biglie
| risultati 1, X e 2. Il risultato dato allorada

D313 =3

1 2 3 4 3

La figura mostra la funzione e rappresenta una delle 3°
disposizioni con ripetizione dell'inseme di 3 elementi
B={1 2 3} di clas®e 5 e, in particolare, la disposizione
2,1,1,3,2. Sl noti che una stessa biglia puo essere duplicata
in piu scatole e ¢oé de la funzione pud non esswere
iniettiva.

*kkkk

10. La garadi atletica

In uma gara di atletica vi sono 15 m@rteapanti che
competono per la medaglia d'oro, d'argento e di bronzo. In
guanti modi diversi possonoessre distribuite le medagli e?
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Sduzione
Il problema s risolve mediante |la regoa del prodato.
Abbiamo infatti 15 passbhilit per la medaglia d'oro e, in
ciascuno B 15 cadl, restano 14 pashilit per la medaglia
d'argento e, infine, 13 pashilit per quella di bronzo. La
risposta data dunge da 15 14" 13=273C diverse
posshilit .

L e disposizioni semplici.

|l problema precealente pu essere generalizzao nel modo
seguente. Abblamo un inseme di n oggetti. Quarti diversi
ragguppamenti di k oggetti distinti possamo fare se
consideriamo distinti due ragg uppamenti che differiscono per
almeno un oggetto o per I'ordine degli oggetti?

Tali  raggruppamenti sono denominati  disposizioni
semplici di n ogeetti di clase ko disposizioni semplici di n
Ogcetti pres akakeil loro numeros indicaon D, , .

Ci sonon posshilit  per la scdta del primo oggetto, n- 1
posshilit  per la scdta del secondg n- 2 paosshilit  per la
scdta del terzo e s via fino ad arrivare dle
n- (k- 1) =n- k+1 posshilit per lascdtade k-mo oggetto.
Per la regoa del prodato abbiamo un totale di
nn-1(n- 2)...(n- k+1) diverse disposizioni semplici.

Vaedunqelaformula

D, =n(n-1)(n- 2)...(n- k+1)

Nel linguaggio degli insiemi le disposizioni semplici
corrispondonoale funzioni iniettive f da un insieme S di
cadinait kauninsemeB di cadinait n,conk£n.

Ricorrendo all'immagine delle scaole e delle biglie una
funzione iniettiva f : S® B rappresenta un modo d disporre
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k delle n higlie nelle k scaole, in modo che ogn scaola
contenga una euna sola biglia essendo le bigli e tutte diverse
traloro. Ovviamente il numero d scaole questa volta non pu
superare quello celle biglie!

Nel caso del problema della gara di atletica dobliamo
formare tutti i posshili raggruppamenti di 3 atleti a partire
dall'inseme di 15 atleti, distinguendo dwe raggruppamenti per
ameno unatleta o per I'ordine degli atleti. Possamo pensare a
ogn raggruppamento (e quindi a ogn posshile assegnazone
delle medaglie) come una funzione iniettiva de va
dall'inseme delle tre medaglie dl'insieme degli atleti e de
asocia quind ad ogn medaglia un dverso atleta. In questo
caso le 3caole® sono le medaglie ele @iglie® gli atleti. |l
risultato  dungle dato dale disposizioni semplici di 15
ogcetti a3 a3:

D;s; =15 14" 13.

In questo caso la funzione f rappresenta la disposizione
semplice di clase 3 dell'insieme B={1, 2, 3, 4, 5} data da
2,1,4. S noti che una biglia pu comparire in al piu una
scatola e doe dhe lafunzione deve esreiniettiva.
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11. Una societa scientifica

Una societ scientifica onta 25 membri. S devono
eleggere un presidente, un vcepresidente, un segretario e un
tesoriere. In quanti mod  posshile farlo se dascun membro
pu aslumere unasola caica?

Sduzione

Si tratta di cdcolare il numero d disposizioni semplici di
25 ogeetti di clase 4. |l purto fondamentale che deggere
Ross come presidente, Bianchi come vicepresidente, Verdi
come segretario e Neri come tesoriere non lastessa wsa dhe
eleggere Bianchi come presidente, Ross come vicepresidente,
Verdi come segretario e Neri come tesoriere. In altre parole
due assegnazon di caiche sono considerate differenti non
solo se ¢ almeno ura persona diversa, ma anche se le stese
guattro persone ricoprono almeno ura caica diversa. Le
dscaole® sono all ora rappresentate dalle caiche ele %iglie®
dai membri dellasociet . Il risultato dato da

D,s, =25 24" 23" 22=303600.

L e permutazioni eil fattoriale

Quando k=n le disposizioni semplici prendonoil nome di
permutazioni. Esendo in questo caso coinvolti in ogn
raggruppamento tutti gli n oggetti dell'inseme, due qualsiasi
raggruppamenti posono dfferire solo per I'ordine degli
ogcetti. Le permutazioni di un insieme di n elementi sono
quindi tutti i diveesi mod di riordinare gli n ogggtti.
Indichiamo il numero d permutazoni di un insieme di n
ogeetti con P,. Ovviamente P, =D, .

Ne segue subito che
P=n(n-Y(n- 2)..2%4
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ovvero che il numero d permutazoni di n oggetti  dato dal
prodato dei primi n numeri naturali. Tale prodato s indica
con nl e s chiama fattoriale del numero n. Per esempio
5=5"4"3 2" 1=120.

Nel linguaggio delle funzioni una permutazone una
funzione biunivocatra due insiemi Se B di cadindit n. In
guesto caso il numero delle biglie uguale aquelo dele
scaole.

12. 11 problema delletorri

Nel problema n.37 dad numero 4 e 3l Leonardo® s
chiedeva: 4n quarti modi  possbile disparre otto torri su
unascacchiera in modoche nessunarisulti attaccata?

L=

Anche se la soluzione proposta nel n.6 era formulata solo
mediante quella dhe ebbiamo chiamato regola del prodato,

chiaro che g trattava di cacolare le permutazoni di 8 ogggtti.
Infatti, poich unatorre pu attaccae solo lungole traverse e
le wlonre, il problema s riduce a disporre una torre in
ciascuna delle 8 traverse in modo che le torri occupino
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colonre diverse. Possamo mettere latorre della primatraversa
nella prima @lonmg, della semnda traversa nella seconda
colonm e ©si via, ottenendo in questo modo ura soluzione.
Ogni dtra soluzione s ottiene scambiando I'ordine delle
traverse o, come s dice gpurto, permutandole otto traverse.
Il risultato dato allora da B, =8 =40.320. Le acaole®sono

alorale otto traverse ele @iglie®le otto colonre.

13. 11 girotondo
Sette bambini stanno facendo un grotonda In guanti modi
divers pasno dsporsi in circolo?

Sduzione
Se i bambini fossero immobili all ora la risposta sarebbe data
da P, =71=5.040. Ma i bambini s muovono in cerchio e

qguindi laloro pasizione rispetto agli oggetti circostanti non ha
acuna importanza |'unica ®sa importante la mutua
posizione @n di atri bambini. Per questo motivo dverse
permutazoni dei bambini che crrispondonosemplicemente a
momenti diverss del girotondo dovanno essre wnsiderate
uguali. Poich da ogn permutazone se ne ottengonoaltre 6
mediante unarotazone il numero 5.040 deve essere diviso per
7. Arriviamo cosi al risultato 5.040: 7 =72C.

P in generale, se cnsideriamo le permutazoni di n ogggtti
disposti in cerchio e non dstinguamo due permutazoni che
posvNo esxre ottenute 'una dall'atra mediante una
rotazone, dlora il numero d permutazon distinte dato da

P, _nl :

—=—=(n-1!. Dovrebbe essxre daiaro come stato
n n

ottenuto il risultato finale: se dividiamo n!, che il prodato
del numeri dalan, per il numero n alorarestail prodato dei

primi n- 1 numeri, che appurto (n- 1)!.
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14. La collana
Quante mllane diverse possamo fare utilizzeando 7 dverse
perline?

Sduzione

Ragionando come nel problema precadente slamo patati ad
affermare de la soluzione (7- 1D)!'=61=720, poich due
disposizioni delle perline e posono essre portate a
coincidere @n ura rotazone devono essre mnsiderate
uguali. In questo caso per anche due wllane de posoONo
essre trasformate una nell'altra mediante un ribaltamento non
devono esxre @nsiderate distinte e il numero va
ulteriormente diviso per 2 attenendoil risultato 720: 2 =360.

L e permutazioni con ripetizione

Fino ad ara d@biamo permutato oggetti traloro distinti, ma se
acuni degli oggetti sono identici alora il numero d
permutazoni diminuiscepoich alcune di es wincidona
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Vediamo d illustrare I'affermazone on un esempio. Se
consideriamo la parola roma all ora possamo permutare le sue
lettere in 4=24 mod divers, ottenendo cos tutti i suo
posshili anagramm:

roma orma mroa arom

foam oram mrao armo
moa omra mora aorm
'Mao omar moar aomr
faom oam maro amro
ramo oamr maor amor

Se invece onsideriamo la parola ofto ecw che le
permutazoni dell e sue lettere sono solamente 6.

otto oott otot toot toto ttoo

Per comprendere chiaramente mme mai Sl Sia passati da 24 a
6 permutazaoni conviene riscrivere la parola otto usando dwe
tipi divers di caatteri in modo dadistinguere le due @° ele
due @° : OTto. Ades abbiamo d nuovo 24 grmutazoni, ma
due permutazoni che differiscono solo per uno scambio delle
%0° o deled® risulteranno ugai quandotorneremo ad usare
caratteri uguali. In particolare da ogn permutazone se ne
ottiene un'altra scambiando la &° conlaaT® e wms quando
usamo lo steso caattere le permutazoni dimezzano
passando da 24 a 12. Ma lo stes ragionamento pu essere
ripetuto per le permutazoni rimaste riguardo alo scambio
della ° con la 80° e usando lo stes caattere le
permutazoni dimezzano uteriormente passando cos da 12 a
6, che Il risultato finale.

In generale dbiamo a dhe fare @l seguente problema:
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Abbiamo k oggetti e vogliamo contare tutte le permutazioni
posshili dell'insieme ottenuto ripetendo n, volte il primo
ogcetto, n, volte il secondo oggtto, ... , n, volte il k-mo

oggetto. Tali permutazon sono chiamate permutazioni con
ripetizioni eil loro numero s indica ©n P(n;,n,,...,n,).

Il numero d permutazoni conripetizioni pu essre cacolato
con unragionamento analogo a quello usato per cdcolare gli
anagrammi della parola otto. Immaginiamo d differenziare
con unnumero o con unsegnole ripetizioni di ciascuno i k
ogeetti. Oftteniamo cos n  ogeetti  distinti, dowe
n=n+n,+n,+...+n. Leloro permutazon sonoadesw nl.
Poich le n, ripetizioni del primo oggetto pcsono ermutars
tra loro in n! modi, quando togliamo le dichette numerate o
cancdliamo i segni su quegli ogcetti le nl permutazoni
iniziali s riducono d un fattore n! diventando cos %
Ripetendo il procedimento per le cpie del secondo ogetto,

che s posono permutare fra loro in n,! mod arriviamo a
n!

n!n,!
permutazoni delle ripetizioni del k-mo ogggtto, arriviamo al
risultato finale

P(n,n,,n,,...,n) =

permutazoni residue g procedendofino ad eliminarele

n
nllnlnl nl'
] 2- 3- LU k-
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15. | bracaaletti prezios

Quanti diverst bracaaletti pospno esxre redizzai
utilizzendo 5 smeraldi identici, 6 rubini identici e 7 zdfiri
identici?
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Sduzone

Abbiamo in tutto 5+6+7=18 pietre prezose di 3
differenti tipi o, equivalentemente, tre oggetti ripetuti il primo
5 vdte, il secondo 6e il terzo 7 vdte. Se immaginiamo d
appoggare il bracaaetto su untavolo e di fissre | 18 pdti
per le pietre dlora ogn sistemazone di queste ultime
rappresenta una permutazone on ripetizione eil loro numero
complessvo dato da

P(5,6,7) = 10

567

Due nfigurazoni di pietre de posvLNO esxre
sovrappcste @n ura rotazone rappresentano lracdaletti
uguali e poich  posshile ructare il bracaaletto d 18 pdsti
occorre dividere il numero per 18. Infine, come nel caso della
collana, anche un ribaltamento non cambia il tipo d
bracaaletto e occorre dividere ulteriormente per 2. || numero

cecao dato alorada
18

576" 718 2

=408408

Concludiamo guesta purtata proporendouv un guesito.

16. | giocatori di domino
In un goco d dominoi 4 gocaori s dividonoi 28 pezz
in parti uguali. In quanti modi diversi pasnofarlo?

Un'ultima domanda: qual , secondo va, il significao
delle permutazoni con ripetizione nel linguaggio degli
inslemi?

Lerisposte nel numero 20 k3l Leonardo®! G.G.



IL LEONARDO n.18—-pag38

SOLUZIONI DEI QUESITI DEL N.16

151 Se un numero dminuito d k multiplo di k significa
semplicemente de il numero a sua volta multiplo d k.
Dungte il numero cercao multiplo d 7, 8e9 e quind anche
del loro minimo comune multiplo, che 7" 8 9=504.
Dovendo trattarsi di un numero d tre dfre non pu alora
essre dtro che 504 G.G.
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152 L'attesa di Franco continua fino a quando i tre autobus
transiteranno d nuovoin contemporanea Predsamente;

il n. 1ripassadopo § 12, 18, 24%aminuiti

il n. 2ripassadopo 10 20, 30, 40%aminuiti

il n. 3ripassadopo 1632, 48, 64%aminuti.

Quello che a serve evidentemente il minimo comune
multiplo del tre numeri dati. E' fadle onstatare de
m.c.m.(6,10,16)=240.

Gli autobus dungte partiranno insieme dopo 240minuti,
vale adire dopo 4 oe (alle ore 19,00).

In questo tempo passano:

240.6=40 autobus dellalineal
240.10=24 autobus dellalinea2
24016=15autobus dellalinea3

Sono in tutto 40+24+15=79 autobus che, aggiunti a tre
che sono partiti alle ore 15,00, portanoil totale a82. A.C.

*kkkk
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153 Dato che il humero fra parentesi quadre multiplo d 3, il
secondo membro  multiplo d 9. L'unico valore di ¢ che
soddsfa questarichiesta c¢=8. Quindi il secondomembro

492804, e lasuaradice 702 Dungwe 3(210+n) =702, da

cui g ricavafadlmenten=14. G.G.
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154 Se d cdcola la differenza tra ogn numero e il suo
precealente, s ottiene la successone:

1 3 9 27 81243Yiche molto p fadle da interpretare,
trattandosl delle potenze di 3. Il prossmo numero da
aggiungere quindi 3° =729, per cui il numero che prosegue
lasuccessonedi partenza 1094 A.C.
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155 Questo quesito era rivolto soprattutto ai lettori della
rubrica 3Persone de ... contand® e pu essere risolto
mediante il principio d inclusione-esclusione. Eliminando
subito il numero ung che una potenza di esporente
gualsias, s trattadi contare i numeri tra2 e 1.000000che non
sono guadrati, cubi, quarte potenze ecc Ossrviamo che
I'importante  eliminare i numeri che sono pdenze ®n
esporente  primo, perch cos risultano  eiminati
automaticamente anche quelli con esporente composto. Per
esempio um potenza on esporente 15=3" 5 sia un cubo

che uma quinta potenzg infati a®=(a°) =(a°f ed
eliminando i cubi o le guinte potenze s eliminano anche le
guindicesme potenze Poich la pi grande potenza di 2
minore di 1.000000 2" =524.288, si trattadi eliminare tutte
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le patenze ®n esporenete 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 comprese
tra2 e 1.000.000

Posto N =999999, indichiamo con N(m) il numero d
potenze di esporente m comprese tra 2 e 1.000.000 e @mn
N(m) il numero d numeri dello stes intervallo che nonlo
sono. Con le stese notazoni usate nel n.16 ce @l Leonardo®
possamo scrivere de I numero cecao dato da
N(2,3,5,7,11,1317,19). Ossrviamo pd che, in questo caso,
N(2,3) = N(6), N(2,5) = N(10), ecc e questo perch i numeri
che sono sia quadrati che aubi sono seste potenze, quelli sia
guadrati che gquinte potenze sono ceame potenze, ecc Accale
per chesia N(211) = N(22) =0 perch , avendo g esclusolil
nuMmero ung non esistono \entiduesime paotenze nel primo
milione di numeri. Per lo steso motivo sono nuli tutti i
termini che s ricondwono a tipo N(m) con m>19.
Applicando finalmente il principio d inclusione-esclusione
avremo che

N(2,3,5,7,111317,19) = N- N(2)- N(3)- N(5)- N(7)- N(1) +

- N(13) - N(17)- N(19 + N(2,3) + N(2,5) + N(2,7) + N(3)5) =

=N- N(2)- N@3)- N(5)- N(7)- N(1D- N(13)- N(17) +
- N(19) + N(6) + N(10) + N(14) + N(15).

Calcoliamo ora la radice di indice n di 1.000000 per ogn
N(n) che compare nellaformula:

n |/1.000.000| N(n)
1000 999
100 99
158 14

N

W

o1
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6 10 9

7 7,1 6
10 3,9 2
11 3,5 2
13 2,8 1
14 2,6 1
15 2,5 1
17 2,2 1
19 2,06 1

Possamo finadmente scrivere de il numero cecao
999999- 999- 99- 14- 6- 2-1-1-1+9+2+1=998889
G.G.

*kkkk

156 Ogni 5 minuti restanoi 3/4 dell'aaqua presenti all'inizio.
Dato che nell'intervallo d tempo indicao ci sono 5 @riod di
5 minuti I'ung, in ognuno dess lavascas riduce a 3/4 del
valoreiniziale. S tratta quind di una progressone geometrica
di ragione 3/4 enellaqualeil valorefinadevale h, =6,2cm e

quello  iniziale  h, incognto. Dalla relazone
B
=h,¢==+ ricaviamo:
m=hg >
.0 5

hy = h, &0 :6,20m>§é—19 =261cm A.C.
&35 30

*kkkk

157. Siano AM e BN le due mediane uguali e G il baricentro
del triangdo. Per un ndo teorema s ha e AG=2GM e
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BG=2GN ed es®ndo per ipotes AM =BN possamo
concludere dhe AG=BG e GN=GM. | triangdo AGN e
BGM sono alora uguali per il 1 criterio d uguaglianza
esendo di angdi AGN e BGM uguali in quanto oppati a
vertice Ne segue dlora dhe AN =BM e, dal fattocheM e N
sono purti medi, BC=AC. Il triangdo ABC quind
isoscde. G.G.

*kkkk

158 Qualunqle poigonoregolare di n lati inscritto in ura
circonferenza L'angdo al centro relativo alla corda A B vale:

ACA)B:@. Per la nota relazone fra gli angdi ala

n
circonferenza eil corrisponcente angdo a centro, I'angdo

ACB:@ qualungque sia la paosizione del purto C. In
n
particolare, nel caso dell'ottagono n=8, e quind

ACB =22°30.. A.C.
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7N

*kkkk

159 Le aeeddle faccede cuboiniziale s sono ridotte da
9cnt a 8cnt, per un totale di 6” 8cnt =48cnt. A questi

vannoaggiunti i 6~ 4" lcnt = 24cnt delle faccedei fori, per
untotale di 72cnt. G.G.

*kkkk
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160 Indichiamo con F, G, J, E, M | cinque amici e ®n le
corrisponcknti  lettere minuscole le rispettive biciclette.
Possamo procedere in questo moda dato che Fausto non pu
ovviamente utili zzare la propria bicicletta, supponamo senza
perdere di generalit che utilizzi la bici g che gpartiene a
Gino e determiniamo in quanti mod s possono dstribuire le
biciclette:

l._._h\_.\_._hB _hB 3\—.3"”
— =0 ||| |~* 03—

@ ®|—*3 3|*3|® oD

QUi ka|T
333(D(D(D\_.\_.\_._h_ho

Dungle Fausto pu utilizzae la bicicletta di Gino per 11

giorni. Analogamente potr utilizzae per 11 gorni la
bicicletta di ognuno @gli altri amici; il totale cecao quind
4" 11=44,
Nota: qualche lettore potr trovare una sostanziale analogia (al
di | dellaforma esterna) conil problema delle buste edelle
lettere, che oggetto del quesito n. 53 publicao sul n. 6 de
9l Leonardo®). A.C.

*kkkk

161 Le dfresono dspostein ordine dfabeticol G.G.
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162 Proviamo a risolvere il problema @n le notazoni
algebriche, e indichiamo con:

p, = peso oel redpiente pieno d sabbia

p, = peso del reapiente pieno d ghiaia

P, =pPeso del reapiente vuoto

V =volume del redpiente

d,, d, =peso spedafico rispettivamente della sabbia e della

ghiaia

Posgamo formare il sistema:
| P, = p0+d X/
1P, = Py +d, V

dowve le incognte sonoV e p,. Sottraendo membro a membro
S ottiene:
(pz B pl) :(dz B dl)\/ P V= 32 ] gl =15dn7
Po=p-V>d =12kg
che il peso del reapientevuoto. A.C.

*kkkk

163 Consideriamo ura sezone del rocchetto (vedi figura). Se
C il cgpo &= filo, P il punto d contatto del filo col
rocchetto e O l'intersezione dell'asse del rocchetto con la
sezone dlora I'angdo CPO  retto, OP=R e PC=4pR,
esendo dwe volte la arconferenzadel rocchetto. Dal Teorema
di Pitagora, abbiamo subito che:

CO=+0P" +PC’ = [R¥+(4pR)? = R\1+16p° G.G.
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T RA1+ 1677

*kkkk

164. In questo caso Sl pu  solo procedere per tentativi usando
un pa di astuzia, e s trovano le tre frazoni:

19 1 26 2 49 4

95 5 65 5 98 8
Va osservato che |'ultima frazone non ridotta @ minimi
termini.  A.C.

*kkkk

165 Qua l'dtezzadi un tetraedro regolare di volume
1dnt’?
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Dal vertice D di un tetraedro regolare ABCD mandiamo
I'altezza DH. Il piede H, per motivi di smmetria, il centro
del triangdo equilatero ABC. In particolare H anche |l
baricentro d ABC e, per una nota propriet , AH | 2/3 della
mediana e #ezzaAM di ABC. Sel |a misura dello spigao
del tetraedro, e quindi dei lati di ABC avremo che:

m_gmiﬁ V3,

32 3
Applicando il Teorema di Pitagora d triangdo rettangdo
AHD otteniamo:

DH = AD’ - AH’,
cio
he=2. L2222 o 12232
3 3

L'area di ABC data da S—%BCXAM —@ %hz

Applicando aa la formula per il volume di una piramide

V3,

troviamo per il tetraedro regdareil volumeV = §Sh— ?

. 8 8 2«/
Finamente h®=—V eh=3
J3 \ f 8/3

SeV =1dnT dlora h :%dm@,665dm. G.G.

*kkkk

166. Il rappato cacao |o stesso che legal'areadel cerchio

a quella dell'esagono circoscritto. Se indichiamo con r |l
raggio del cachio e on | il lato dell'esagong valgono le
relazoni:
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B, L
2 J3
Aer =pr°
Ir
—6xA =6x =3 =3r x2 = 2r2./3
A\esag AI‘I 2 \/é

A\:er — prz — p » 0,9069
'A\esag 2r2\/§ 2\/5

| cerchi ricopronoil 90,6%% circadel piano. A.C.

*kkkk
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CLASSFICA GENERALE

Studenti del biennio

n. Alunno/a Classe| punti
1|Vezzani Alberto (*) 48
2| Luppi Pado 2E 43
3| Pietrafesa Stefano 2E 32
4| Rostti Matteo 1F 18
5{Muzzini Mirko 2B 13
6 |Marrazzo Giovanni | 2F 7

(*) Alunno ddla ScudaMedia Alberto Pioc® + Classe 1D

Studenti del triennio

n. Alunno/a Clas=| punti
1 | Spinardi Valerio 4Bl 152
2 | Acebi Fabio 5BE 116
3 |GuerraFlavio 3Bl 90
4 | Pellecchia Roberto 5Bl 67
5 | Ross Bruno 5BI 54
6 |Morsdli Andrea 3Bl 47
7 | Gdli Manuele 4BE 41
8 |Los Lorenzo 4BE 39
9 | LaPortaMirko 3Bl 32
10| Giavazz Luca 3BE 31
11| Quitadamo Alessandro| 5BM 28
12| Grigore Claudiu 3Bl 27
13| Bigliardi Marco 3Bl 20
14| N.N. ? 17
15| Artioli Gian Marco BAl 14
16| Ronchetti Luca 4AM 12
16| Tass Marco 3Bl 12
18| Mdavolti Marco 3Bl 9
19| Cazolari Alex 3Bl 7
20| Tordlli Roberto 3Bl 6
21| Lugli Vaentina 3Bl 5
22| Chaudhary Burhan 3BE 3
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UNA DOMANDA, UNA RISPOSTA

Comefalacalcolatricea determinare laradicequadrata
di un numero?

Per la maggior parte delle funzioni matematiche la
cdcolatrice fa uso d un pdinomio che s ottiene troncando
unosviluppoin serie di potenze equind di unalgoritmo la aui
comprensione richiede la cmnoscenzadell'analis matematica

La radice quadrata viene invece cé&colata @n un
procedimento che anmette una spiegazone geometrica del
tutto elementare, anche se spess viene dimostrato ricorrendo
a una temica di risoluzione gprossmata delle equazoni
(metodo dHlle tangenti o d Newton) che fa uso del cacolo
differenziale.

Supporiamo d voler cdcolare ~/2. Da purto d vista
geometrico si trattadi cacolareil lato d un quadrato d area2.
L'idea quella di partire da un rettangdo d area2 e, con
pass successvi, renderlo sempre pi guadrato®, mantenendo
costante I'area

Cominciamo qund col rettangdo d lati 2 e 1, che ha
ovviamente aea 2. Come passare aun rettangdo, ancora di
area 2, con i lati con dfferenza minore? Cominciamo col
prendere un lato uguale dla media aitmeticadel due lati del

. S 1+2
rettangdo iniziale equind di misura ey ::_23' Se |'areadeve
rimanere 2, I'dtro lato deve necessariamente avere misura

i —f'. Siamo cos arrivati a una stima per difetto d 2

3/2 3

data da gzlé e auna per ecces par a S:LS. La
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differenza tra i due lati del rettangdo cos passata da
2-1=1 a 5 3 8 E ades? S tratta semplicemente di

ripetere il procedimento. Consideriamo quindi il rettangdo
avente un lato pari ala media aitmeticadel lati del secondo

rettangdo, cio 3/2 J2r 4/3 = i—; e aea?2. L'dtro lato misurer
24
unque =—.
17/12 17

Abbiamo cos ottenuto la stima

1411764.= 2% < J2 <1 =1416666..
17 12

che d fornisce +/2 con diwe dedmali esatti.
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A occhio il terzo rettangdo risultagi indistingubile daun
guadrato, visto che ladifferenzatrai lati inferiore dlo 0,4%!
Un uteriore passaggio condwce a onsiderare il rettangdo d
| ati

17/12+24/17 577 o 2 816

2 408 577/408 577

fornendola stima

1,414211_535Es J2< 523-4L414215
577 408

Abbiamo cos cdcolato ~/2 con 5 cedmali esatti passando
da 3 a 6 cifre significaive. S dimostra de il numero d cifre
significaive raddoppa drca a ogn pas® e quindi un
ulteriore rettangdo ci porterebbe aben 12cifre significaive!

Consideriamo aa il caso generale in cui dobkamo

cdcolare /N, con N>1 (non recessriamente interol).
Partiamo allora dal rettangdo R, d lati Xx,=N e

Yo = N/X, =1, che oorrisponde dla stima grossolana

N e N<N=x,
Xo
Consideriamo pa il  rettangdo R d lati
Xl‘X°+y°— gx0+ﬂgey1 N,ottenendolastima

— N <X.
X
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Al pas® k, dato il rettangdo R, di lati x _, e
N

yk_1:Xk—, s considera il rettangdo R, di ldi
1
X = as +yk1‘1§exkl+——eyk—E ottenendola stima
Xkl@
N <X,.

%
Possamo all ora deadere di interrompere il cadcolo quando

ladifferenzatrai lati del rettangdo X, - % diventataminore

di uncerto valore prefissato.
E se 0< N <1? Ci basta ossrvare che \/N:i, dove

f
N
% >1, eil problemavienericonddto al caso precalente.

S ossrvi che @biamo dato per scontato che, ad ogn
pas, lamedia aitmeticadel lati del rettangdo sia sempre un

valore per eccas d /N e quindi che sia sempre X, >, .

Questo infatti vero e celo garantisce il fatto che, per due
numeri diversi, la media aitmetica maggore di quella
geometrica(vedi laleaone di Apotemadel n.13!), per cui

+ N
)(k:Xk—lzyk—1> /Xk-lyk-lz Xk-lxk—:\/N-

-1

Ancora, abbiamo dato per scontato dall'esempio d /2
cheladifferenza x, - vy, dei lati diventi piccola apiacee e

cio che lim (x - y,)=0.

k® +¥
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A questo scopo lasta osservare dhe:
1. Lasuccessone {x.} deaescente elimitata

Xk+yk< 2% _

Inferiormente, infatti 0< x,,, = 5 > X €
quindi conwergente aunlimitel 3 O;
2. Passandoal limite nell 'espressone x, = 1aexk .+ N O
2% X 1!2
otteniamo che | :%§+Iﬂz, da aii 1° =N e, dovendo
esere | 3 0, arriviamo al risultato | =\/7;
3.Day, =N ticaviamo lim y, = lim — N_N_/N.

)(k k® +¥ k® +¥ Xk \/7
Sapreste generalizzae il metodo per leradici cubiche? Per

cdcolare 3/N basta partire da un prisma abase quadrata di
spigdli 1, 1 e N e po passare a unaltro, sempre di volume N,
di spigdi ¥4  G.G.

*kkkk
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RECENSIONI

Stefano Bartezzaghi, LEZIONI DI ENIGMISTICA

Questa volta presentiamo sul nostro gornalino unlibro d
tipo un p® diverso: non s trdaa d un testo d fisica, o d
matematica o0 d qudche altra dsciplina scientifica. E© un
libro d enigmistica, scritto da uno €& maggori esperti
italiani nel settore. Cercheremo d mostrare de il confine fra
giochi di numeri e giochi di parole non poi cosi netto, e che
molti sono i legami fra questi due mod di giocare (e di
imparare).

Dedichiamo questa recensione a GINO GIGLIO DOORO e
a ElI VANI CON PIZZE. Chi sono? Sono del insegnarti
dell©ITIS "Vincl" appasgonai di giochi di parole, rebus,
rompicapo, oltre die ovviamente di giochi matematici. I
primo firma le proprie imprese in vari tornel con
|©anagamma del suo nane e ognarne. Al seoondo
|©anagamma I©ho fatto io, anche se sarel curioso d sapere
cosa se ne fa un pofesore di elettronica d sei vani pieni di
pizz.

*kkkk

Quello scritto da Bartezzayhi non certo un libro da
racmntare, ma piuttosto daleggere esfogliare mncuriosit . E
proprio per farvi venire un pd® di curiosit cominciamo
riportando acuni degli enigmi pi  originali. Provate a
risolverli da soli; se nonci riuscite pazentate qualche pagina e
avrete le soluzioni.
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1. Crittografia (frase: 4, 9, 6, 9)

e GG **

2. Crittografia (frase: 2, 4, 2, 9)

N

3. Indovndllo

L'animale mostr uoso
Ha due di, pi di diea teste, pi di venti piedi, ma

guando s muowve fa solo un @s, oppue tre. Dimmi tu qual
0]

Questo invece per restare pi  in tema on di argomenti
de @l Leonardo®, un indovnello preso da una diffusa
rivista di matematica

4. Indovndllo

| poeti
Nonostante I'immaginario che inva
vi misurate anche mnlaredt :
Gli argomenti proprio non ¥ mancanc’.

*kkkk

LO©enigmistica gioca ®n le parole, con le lettere, con le
Immagini, talvolta @wn i numeri e le figure geometriche. Il
primo agiocae, e adivertirsi, |©autore stesso del rompicgo,
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colui che lo pensa e lo propore ali atri. Pu sembrare

un©impresa difficile, ma spes basta un pd® di allenamento e

|©orecdio (e l©occhio) sveglio per cogliere un doppo senso, un

gioco d gllabe elettere, un enigma magari gi scoperto da

gualcun altro in passato; ma nonimporta: per colui che trova
un kell©enigma la scoperta

sempre  fonte  di

soddsfazonre.

LOdatro gocaore, o0
sperabilmente  gli  altri
giocaori, sono coloro che
cercano d risolvere
|©enigm che accéano la
sfida, cecano il senso
nascosto detro urma breve
compaosizione. Speso |l
piacee (e il tormento)
della ricerca s conclude
con un colpo d fulmine
che s presenta dopo molti
tentativi andati a vuaoto.

Questo libro s occupa
proprio d questi tipi di
divertimenti. Bartezzaghi

figlio d©arte, collabora anumerose riviste di enigmistica el
stato consulente fra |©dtro d Roberto Benigni a quale ha
propasto | giochi di parole die ntribuiscono a rendere
piacesole edivertente laprima partedel film"Lavita bella’.
Cos© |©enigmistica? Bartezzaghi la definisce "l©arte di
propare per la soluzione, mediante acorgimenti di
dissmulazone della pi v aria natura, compasizioni in vers,
oppue fras, parole, lettere o figure'. E po ognuro -
commenta lo stesso autore- ci trova dentro guello che a trova
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Come dire: questa |a mia definizione di enigmistica voi
potete @struirvene unatutta per voi.

Quest©arte, a pensarci bene, fa parte in modo p 0 meno
esplicito d tanti aspetti della vita di tutti i giorni: le sftumature
ele anbiguit dellalingug, i snonmi, le assonanze sonoaben
vedere piuttosto frequenti. E© quando questa anbiguit viene
utilizzaa per produre intenzionalmente un rompicgpo, un
indovinell o, un enigma per sfidare gli i nterlocutori che si entra
nel campo wro e proprio
dell©enigmistica

La prima parte del libro
dedicaa dle operazoni
fondamentali dell©enigmistica
comporre e scomporre parole e
fras, un pd come le quattro
operazaon elementari sono ala
base di qualungue espressone
numerica Nella semnda parte
Bartezzgghi passa in esame |
principali tipi di giochi enigmistici:
|©indovinell o, I©enigma, |a sciarada,
|©anagrammea, il palindromo, il cruciverba, il rebus e tanti altri,
per concludere wn il pi affascinante e aduo fra i giochi di
parole: la aittografia.

Per ognuno d questi giochi ci presenta una breve storia,
che talvolta dfondale proprie radici nella Greaa dasscaoin
epoche storiche ancora pi remote, passa poi ad ill ustrare
alcuni esempi e fornisce una piccola guida per risolvere e
(posshil mente) comporre giochi enigmistici.

LOenigmistica  questa la cnclusione di  Bartezzahi,
dowrebbe trovare un suo ruolo anche ascuola, come gi aveva
intuito Gianni Rodari, uno che di pedagoga vera se ne
intendeva. Giocare @n le parole uno c& mod pi belli di
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avvicinars ai testi, ai libri , all©uso consapevole di dizionari ed
enciclopedie, ad imparare aleggere e perch no, ascrivere. |l
gioco enigmistico anche un modo per propatre una sfida,
una complicit -rivalit fra ideaore e solutore, con lo scopo
ultimo d divertire efar crescere entrambi. E i lettori de "l|
Leonardo” riconasceranno certamente in queste parole lo
spirito con il quale ogn mese proporiamo loro le nostre sfide
di carattere logico-matematico.

*kkkk

E le soluzioni delle aittografie edegli indovinelli ? Eccole:
1. Gigi crescendocambia caattere
2. Lanonadi Beeghoven
3. Lasquadradi cdcio (hadue di, 11 teste, 22 gambe e
In classfica fa un solo purto oppue tre purti per
volta)
4. | numeri compless A.C.

*kkkk



IL LEONARDO n.18 - pag62

FRASI CELEBRI

Ho deaso d abbandonae la geometria
astratta, cio la considerazione di
guestioni che servono soltanto a
esercitare la mente, e questo alo scopo
di studiare un dtro tipo d geometria, che
ha come oggetto la spiegazione del
fenomeni della naura.

Rene Descartes (Cartesio)

*kkkk

ABBONAMENTI

Gli alievi non ancora @boreti e interessti a ricevere
regodarmente la rivista posono segnalare il proprio
nominativo a compagno d clase incaicao dela
distribuzione o al'insegnante di matematica

Ricordiamo infine de in hibliotecasono a disposizione
acune mpie e e Al Leonardo® esce ache in versione
elettronica sul sto www.itisvinci.com, a aura dell'ing.
Daniele Calanca.
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NEL PROS3IM O NUMERO ...

Un ritratto di Joseph Fourier

- IL SIMBOLO DEL MESE: |l
segno d integrale

- Nella rubrica FATAL ERROR
ci occuperemo di sondagg

. Continuano le “Lezioni del
Profesor Apatema”

- Altri problemi classci
- Néellarubrica“Dietro le parole” parleremo di campi
- Lesoluzioni dei quesiti pubblicati nel numero 17

- La clasdgfica relativa a quesiti dal n.167 d n.182 e la
clasgfica generale

- Ndla rubrica RECENSIONI il libro FRA NUMERI E
DITA di Giovanni Buffa

. Unafrase cdebre di Galil eo Galil el

Il numero 19 ce“Il Leonardo” usdra
lunedi 28 Aprile 2003

Non perdetevdo!




Pierre-Simon de L aplace

23 Marzo 1749+ Beaumont-en-Auge
5Marzo 1827- Parigi



